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PREFAZIONE 



Misi al/e stampe questi primi. elementi di Geoìtietria 
Analitica, non perché credetti che in essi vi fossero 
migliori e più estese teorie dì '/nelle, che si leggono 
in tanti accreditati libri di questo genere; ma perchè 
stimai che fossero vnntogiiio.ti ni giovani, essendovi 
tutti gli sviluppi dei re/coli nel modo più semplice. 
Se noti raggiunsi lo scopo propostomi , il benigno 
lettore sarà indulgente considerando la mia buona 
volontà. 

Io, credo questi elementi utili specialmente per 
quei giovani, che non avendo fatto un corso com- 
pleto di matematiche, hanno bisogno di essi, essen- 
dovi le cose dimostrate nella pili semplice maniera 
e per /'mìo pratico. 



PRELIMINARI 



(PABTE thiua). 



d, ecc., eoe. le quantità cognite e con le ultime, cioè e, y, z, 
le quantità che si vegliano determinare dette incognite. 

Ciascuna quìstìone di Geometria analitica e d'applicazione 
d'Algebra alla Geometria, si compone di tre distinte parti. 
La prima ha per iscupo di formare con le quantità cognita 
ed incognite quello relazioni cho fedelmente vengono enun- 
ciate nella quistiooe , ed il problema sarà determinato quando 

gnite. La seconda ha per iscopo lo sciogliere le equazioni, cioè 
trovarne le radici, e questa spetta eselusivamente all' Alge- 
bra. La terza consiste Dell'analizzare i risultati, discuterli, 
costruirli e passare da essi ai casi particolari. 

Si sa dall'Algebra elementare che tutti i numeri positivi 
cominciano da zero e vanno all'infinito, ed i negativi calano 
da zero a meno infinito, cioè la numerazione & — co .... 0 
-+- co, perciò — l è una unità meno di zero, e due 



uniti meno di 1. Si conosce altresì che un credito negativo 
è un debito e viceversa, un debito negativo un credito. 

In Geometria se a partire da un punto sopra una linea 
in un senso si prendono le lunghezze positive, su questa 
linea a partire dallo stesso punto le lunghezze in senso con- 
trario rappresentano le quantità negative. 

Una forinola dicesi omogenea quando tutti i termini sono 
di una stessa dimensione, cioè quando la somma degli espo- 
nenti delle lettere in ciascun termine é una quantità co- 
stante così: 

Siccome il prodotto di due linee è una superficie ~ rap- 
presenterà una linea, essendo una superficie divisa per una 
linea : cosi e parimenti una linea : V~W è una linea perchè 
rappresenta una media proporzionale tra a e li, ed in gene- 
rale la radice quadrata di una superficie c! una linea : cosi 
yid" è una linea, perciò la precedente forinola è omogenea, 
ed essa é di una dimensione. 



Cd* Ir ii rione delle formule algebriche. 



Sia x — -y- questa rappresenta una quarta proporzionale 
in ordine a c, h ed a, infatti, facendo c: b:: a:x si ha 

Sia m =-7- questa rappresenta una terza proporzionale in 
ordine a c ed ij, infatti, facendo e ■ 1 ■■■■ a: x si ha a: 

Sia x = -S*L questa parimenti è una linea; poiché è un 
volume diviso per una superficie , facendo y — ~ si ha 
x—-^-: prima si ha la y per una quarta proporzionale in 
ordine a d, fi e b , poiché d : a f : y dà y = -, indi si 
avrà la x per una quarta proporzumah; io ordine ad c, y e e.. 

.Sia y = V «'■" questa é una media proporzionalo tra neh. 
poiché a : X : : I : b dà a a =a di ed X = ^ ai". 
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Sia <c — V f ii + A' , questa e l 1 ipotenusa di un triangolo 
rettangolo di cateti a s b. 

Sia a == ni— 6», questa e un cateto di triangolo rettan- 
golo d' ipotenusa a ed altro cateto è , però essendo ancora 
equivalente ad 3= f (u + li) (u — i) corrisponde ad una media 
proporzionale tra a, b ed 1 — r i. 

Sia a = ^ u i + ti -|- fi", questa si costruisce facendo prima 
l'ipotenusa, essendo a e l i cateli. indi elevando da M{Kg. 1) la 
perpendicolare UH ad //jV uguale a c, indi tirando /TjV; il qua- 
drato di // jV" essendo uguale n c ! t 3/ iV 3 ed M .V 3 = i 1 + «», 
si avrà iFjf 1 = c a + J a + i a , ovvero £ — ^Ti"+Ti"+ca" . 

Sia a = siccome il secondo membro e il rapporto di due 
linee, darebbe un numero astratto, per costrurre questa for- 
mala, bisogna rimontare all'enunciato della questione, e vedere 
che deve essere la a, se dev'essere una linea, allora si scri- 
verà x — quell'uno mentre non altera l'espressione 
la rende omogenea se per esso s'intende l'unità lineare, così: 
la x sarà quarta pri'>>:>L/.ìoii:ile in ordine a b, a ed 1, poiché 
facendo b : a :: 1 : X si ha X = -g-. 

Sia x = -J- se questa deve rappresentare una linea si 
scriverà: a = allora vien resa omogenea e rappresenta 
una terza proporzionale in ordine a b ed 1 , infatti b - 1 : : 1 : x 
dà a = 

Sia x — \f~K se questa deve rappresentare una linea, la 
quantità sotto al radicale deve ossero una superScie, perciò 
si scriverà: x = \ a x i e sarà una media proporzionale tra 
« ed 1, infatti, facendo a : x -.: a : 1 dà a' ^ o ed a: = \~à. 

Sia x=-Z± + ^ VT+ VTS- 

Prima di tutto bisogna conoscere ohe deve rappresentare 
la x, se essa deve essere una linea, bisogna aggiungere tanti 
fattori uno o tenti divisori uno , che rendendo la formola 
omogenea, formano tutti i termini di una sola dimensione, 
cosi si avrà per la precedente: 

* = -tt + ~ VTxì + VJTF. 

Sapendo coslrurre le singole parti che compongono questa 
formola. riunendole in somma e sottrazione secondo indica 
la stessa formola, si avrà la X: l'operazione dicesi elegante 



quando la costruzione è fatta con poche linee in uno atesso 
luogo senza confusione, né deformiti» della figura. 



Problema. 

Dividere una retta in media eri estrema ragione. 

Sia il la retta da dividerai in media ed estrema ragione, 
chiamando x la parte maggiore, a — a sarà la parte minore 
e si avrà: 

a : X : : X : 3 — 3 

da dove: 

i' = »!-« ovvero x ì + aa = a s 
risolvendo: » = — i+ j/ «L_|_ fl t 

Hi costruirà |/-^--|- a a con l'ipotenusa di un triangolo 
rettangolo di cateti it ed , indi una volta positivamente 
ed un'altra negativamente si aggiunge a \ . 

Operazione grall eli- 
sia (Fig. 2) MO = a, 0 *- perpendicolare ad MO, 
aura MN=^ "'- l ( ,i . Togliendo da JfA'la NS = NO= -'- 
si avrà A£S= — -J- + |/-^ + a'- . Così M 8 fi una delle 
radici che portata da M in A* dividerà M 0 in K in media 
ed estrema ragione. 

1,'altrorisultatocioà: "-. — ^/j!L-j- 0 i. essendo quantità 

essenzialmente negativa non risponde all' enunciato della qni- 
atione, sebbene algebricamente soddisfa all'equazione, consi- 
derando però die M S' è uguale ad MN-\- ÌV S' , si avrà 
AfiS' = -£- + [/ — + ai ; perciò l'altra radice dell'equazione 
sarà — US' 



□igìfeed t>y Google 



Costruitone dell'cqaaz lo De di secondo grado. 



(Jualunque equazione ili secondo grado può arerò una dello 
quattro seg-uenti forme: 

S* + fl* = Ì», s» — 1X = b t , i'+«=-P, 
s * — aa = — l\ 
La prima e la seconda, come la terza e quarta, differendo pel 
segno del coefficiente del secondo termine, hanno le radici 
uguali e di segno contrario; perciò basta discutere la prima 

La prima equazione può scriversi: 

m (« + «) = (* 
Descrivendo una ci rconf trenti, di diametro a, conducendo 
una tangente ad essa uguali' ;i h. con ungendo la sua estre- 
mità T [Fig. 3j coi eentro 0, si ha chiamando TU con x, 

« + »:»::*:», 
da dove: 0 [a*4- z) = b*, 

perciò iaa: = 7'J/ù- una radice dell'equazione x 1 -\-ax — b', 
considerando pertanto ohe avuta una radice, l'altra è il coef- 
ficiente del secondo termine che qui é il diametro fi più lu 
radice già trovata, il tutto col segno cambiato, sarà facile 
determinare l'altra radice. 

i'er la terza equazione, cioè: 

a * _ ax = — 

Cambiando di segno nei due membri si ha: 
a*-V = i* 
""ero: .(«-•) = ?. 

Descrivendo una mezza circonferenza di diametro H tirando 
la tangente A T^b { Fig. 4 ) uonducendo T M parallela al 
diametro, si ha chiamando P A con x: 

PA': PM:: PM-.PA, 
ovvero: a — x : b : I h : x 

da dove; a (a — a;) = !*; 

ciò mostra che una radice è P A; l'altra si avrà come si 
disse nel caso precedente, 
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Se la parallela P M al diametro non incontra la circon- 
ferenza, ciò mostra che 1' equazione ha radici immagi- 



[ PASTE SHCONDA). 

Assi e cernirò radicale. 



[<U:?~[ iwiffa l'i-jiìn'trìcn una serie di punti che soddisfano 
ad una costante condizione , cosi il luogo geometrico dei 
punti sopra un piano equidistanti da un punto dato , è nna 
circonferenza. 

Il luogo geometrico in un piano dei punti equidistanti da 
duo punti dati è la perpendicolare elevata sulla metà della 
retta che li unisce. 

Il luogo geometrico dei punti nello spazio equidistante da 
uu punto dato e la superficie della sfera. 

Sia A B (Fig. . r >] una retta che unisce I centri di due cir- 
conferenze, di raggi R ed r; Il luo^o geometrico dei punti, 
pei quali condotte le tangenti a queste circonferenze esse sono 
uguali, dicesi Asse Radicale. 

Per determinare questa linea e la sua posizione, supponiamo 
divisa A B in E in modo clic si abbia: 

TS* — IH 1 = eb 1 — WS* 

e questa divisione la diremo nata legge. 
Dalla precedente sì ha ancora: 

"AE*— tf£ a = Ai? — NB 1 - 
Ma dall'Algebra 

[A E + E E] [A E — EB) = ( A M + NB) { A M — N B) 
ovvero: AB [AB - EB) = [R + r] [« — #) 
[R + r){R-r) 
AB 

Ma EB = AB — A E, sostituendo: 

jR + r){R-r) 
A B 



da dove, A E — EB — > - 



-AB -\- AE — ' 



riuucendo: 1AE= AB + 



[g-j-tj [R-r) 
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d«J„,, — + •- 

Trattosi ora ili costrurre questa espressione onde avere A E 
e portarla sopra A B da A in E, cosi determinare il punto 
E che ti dà la relazione: 

AX 1 — IJf 1 — KB 3 - NB*- 

Guardando il valore di A E esso è formato di due parti ; 
uno è — — , 1 altra - ■ ^ ^ g ohe è una quarta pro- 
porzionalo in ordine a 2 A B, (iì-t-r), [R — r); aggiungendo 
questi valori si ha la A E domandata. 

Dal punto E condotta una perpendicolare ad AB, dico che 
da qualunque punto ili questa perpen di colarti si conducono 
le tangenti alle circonferenze, queste saranno uguali e que- 
sta perpendicolare; snrìi jirrd'i i'nsso radicale. 

Si deve adunque' imivuru clic F U = F K. 
Essendo: PS* ==F£ — J?\ ed essQ „ Ao . ~FJ? =jnP+~A& 
FK'- = FJp — r*J . _' FB^ = E E' + BB* 

sostituendo FJÌ 1 = FÉ* +AE 1 — BT. FK 1 = FÉ* + EB* — r s . 

Analizzando questi risultati, essi sono ugnal i, perchè E 
divide AB secondo la nota legge. Dunque FB 1 = FK 1 ov- 
vero: FH—FK, che è quanto si voleva provare. 

Reciprocamente qualunque punto pel quale condotto le due 
tangenti esso sono uguali, esso punto apparterrà alla perpen- 
dicolare elevata dal punto /' dm divide .1 B con la nota legge. 
Se FII=FKei F E & perpendicolare ad AB, 
si avrà [Fig, 5): 

FA 3 — B? = FB*~ r- 



riduceudo: AB 1 — ir = EIT — r* 

cioè la retta AB ù divìsa. in E eolla nota legge: ed avendo 
supposto FE perpendicolare ad AB sarà provata l'asserzione, 
ed i soli punti della perpendicolare elevata da E ad AB, 
formeranno l'asse radicalo. 

Si costruisce adunque l'asse radicale determinando il punto 
E ed elevando da esso una perpendicolare ad AB, 
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In altro modo si pno gei 
radicale. Inflitti conducendc 
gente IIK [Fig. G) comuni 
dola per metà in 0 tirandt 
clic unisce i centri, si avri 

. W , |S + f||JÌ-r| 

Essendo: 42?= — — |- -! -. 

Nel caso che le circonferenze si toccano esternamente, si 
ha: AB = R + r 

perei: iJP= — + 2( fi + r) 
e riducendo: AB — — ^~ f — | — — o~~" = ^ 
ciod allora l'asse radicale è la tangente comune. 

Quando le circonferenze si toccano internamente [Fig. 1) 
AB = S — r, si avrà: 

+ l* + *ì(fl-1 fl-r + Jg-t- r 
2 [JB — r) 2 
cioè l' asse radicale è sempre la tangente comune. 
Quando le circonferenze si secano, Tasso radicale è la corda 



Cioè: AB' — ffi- — FU' — f 1 

Dunqoe E divido A3 colla nota logge ed essendo perpen- 
dicolare ad AB, sarà l'asse radicale. 

fio tre circonferenze hanno i loro eentri non in linea retta, 



11 ponto di concorre; 
radicale. (Fig. U bis). 
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GEOMETRIA ANALITICA 



* DDE ini IESI SI OSI 



CAPO I. 



DEFINIZIONI E PRELIMINARI 



Dicesi Geometria Analitica o Applicazione dell'Algebra alla 
Geometria quella parte delle Matematiche, che per mezzo del- 
l'Algebra, trova una proprietà Geometrica qualunque. 

In Geometria Analitica a due dimensioni si possono nna- 



souo conosciute le lunghezze delle rette date 31 P ed MN 
condotte parallelamente alle rette date Ox ed Oy che chia- 
mane! ossi. 



Le rette MP ed ovvero OP e PM diconsi coordinate 
del punto M, e particolarmente OP dicesi ascissa, ed il P 
ordinala. 

11 punto 0 dicesi origine delie coordinate. 

Quando gli assi formano tra loro angolo retto, allora di- 
consi rettangolari od ortogonali. 

La retta 0 a dicesi particolarmente asse delle s positive , 
perche tutte le distanze a cominciare dall' 0 sopra 0 se sa- 
ranno per noi quantità positive, od allora 0& sari l'asse 
delie a negative. 

Analogamente Oy sarà l'asse delle y positive ed Otf l'asse 
delle y negative. 

Quando il punto M è date , allora le coordinate di esso 
saranno delle quantità cognite; poichò si possono sempre de- 
terminare. E reciprocamente se sono date le coordinate di un 
punto, questo punto sarà cognito; clic si può sempre deter- 
minare. 



Determinare la posizione d'an pania 
quando sono date le sue coordinale. 

Se il punte dato ha l'ascissa positiva e l'ordinata parimente 
positiva, allora per determinarlo si prenda sull'asse delle a 
positive a cominciare da 0, una parte OP uguale all'ascissa 
data, e sull'ade dulie y i^uìvì: parimente n partire da 0 
una quanti 111 (J.Y uguali; li 11' un li nata data, e dai punti P ed 
N tirando delle rette parallelo agli assi, si determinerà colla 
loro intersezione il punto P che sarà quello domandato; per- 
chè ha le coordinate precisamente uguali alle coordinate 
date. 

Se il punte avesse l'ascissa negativa e l'ordinata positiva, 

prenderebbe sopra l' asse 0 f, delle x negative , a partire da 0 
una parte uguale all'ascissa negativa data, e parimente si 
prenderebbe sopra 0 y asse delle y positive a partire da 0 



una parie uguale all'ordinata positiva data, e dai punti avuti 
augii assi si tirerebbero delle rette parallele agli assi; e cosi 
si determinerebbe il punlo die ha le dato coordinate. 

Analogamente si determinerebbe un punlo con ascissa, ed 
ordinata negativa, esso si troverebbe nell'angolo x' 0 ij' 
come ancora se avesse ascissa positiva ed ordinata negativa, 
esso si troverebbe nell' angolo y' 0 x. 

Il seguente quadro potrà dare un' idea delle diverse coor- 
dinate che può avere un punto, e la posizione rispettiva , che 
esso occupa con queste coordinato; 



Neil 1 angolo EOy.j 
» » tfOf. 
Sull'asse delle S positive. 



U 1 angolo a? 0 y 



So il punto è nell'origine. . 



Allorché sono date le coordinate di un punto, essendo de- 
terminata la posizione del medesimo, tali coordinate diconsi 
le equazioni del punto. 



Problema. 

Essendo date le coordinate di due punti , determinare 
analiticamente la loro distanza per mezzo di queste coor- 
dinate. 



SCI.U7.1QNT!. 



Sinno a, b le coordinate del punto M [Fig. 11) od a', b 
quelle del punto M' ovvero sia: 

OP = a,Pi£=l, OP ì = a-;P , I£^h: 
Supporremo a, b, a', b' positive; perciò i punti si trove- 

Tirando M E parallela ad 0 x e chiamando l'angolo degli 
assi y Ox con <, avremo: 

MH= PP' = OP — OP_= a' -a; M'U=M'P' — MP = i'— b 
ed avendo MM* = MB* -+- M" H % — 2 ME. 3t E con ME ìt 
ed essendo UHM" supplemento di y 0 %, ovvero: 
— cos MEM-=cos <>. 
Sostituendo per le linee i loro valori, avremo: 
HM* = (a' - a? + [V - bf -+- 2 la' - a) (i' - 5) eos 6 
da dove: 

MM- = Via' — a,' + [S'_i)i+2(<t' — a) [b'-b] 003 t. 
Questa è la distanza domandata dei punti M, M'. 

Se gli assi facessero tra loro angolo retto, ovvero fossero 
ortogonali , allora 8 = 90° , perciò cos <, = eoa 00* = 0, ed 
avremmo: MM' = Vip^nf -+- [S' — *)*. 

Se uno dei punti è nell'orìgine degli assi, per esempio 
l{\ allora sì avrà a' = 0 e V — 0, perciò MM' = J^s + is 
e questa ci dti la distanza di un punto di coordinate a, b 
dall'origine. 

Se uno dei punti, 0 tutti e due non fossero nell'angolo y Oc, 
le forinole precedenti servono ancora, purohi! per a, b, a\ b' 
si sostituiscono le coordinate dei punti dati, coi proprii segni. 

§ i' 

Equazione del In retta. 

Dicesi equazione di una linea retta 0 di una linea qun- 
lunque, la relazione costante che esisle tra l'ascissa e l'or- 
dinata dei diversi punti di questa linea. 
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Siano Ox ed Oy due assi che facciano tra loro l'angolo 
y Ox = fi, e aia A B [Fig. 12| una retta che pagai per l'ori- 
gine nel piano degli assi , facendo coli' asse delle 2 positive 
l'angolo B Oi = a. 

Chiamando a ed y le coordinate di un punto qualunque M 
di questa retta, le quali diconsi coordinale correnti, avremo 
dal triangolo OPM: 

OP: PM::sea. OiTP ■■ een. MOP 

ed essendo: 

OP = a, P3f=y, OMP = MOy = yOx - MOP = fi — « 
avremo : a : y : ; sen. [|9 — <•) : sen. a 

d ' 0,lde: y = 

e siccome per qualunque altro punto della retta AB avremmo 

avuto L'iitessa equazione, possiamo dire che y — — X " . 

sen. |p — a) 

e l'equazione delia retta che passa per l'origine riferita 
ad assi obbliqui. 

È chiaro che si avrà l' equazione della retto A' B' paral- 
lela od A S aggiungendo al secondo membro una quantità 
costante rappresentata da Ofi che chiameremo b, poiché le 
ordinate di A'B' differiscono da quelle di AB tutte di quan- 
tità uguali ad pJs=fl,pBTe%y= a . gj™^ a ) i sari 
l'equazione di A' B' retta non passante per l'orìgine rife- 
rita ad assi obbliqui. 

L'equazione y = — n ^"l^ ^y è generale ancora quando 
a > (3 , ovvero può rappresentare ancora una retta 4' 5' 
[Fig. 13) negli angoli yOi' ed xOy'. 

Infatti essendo: j<03; = /2, .S'Ossa, 
si avrà: B' Oy = 3. — $ 

ed essendo ancora PM 0 = Oy come angoli alterni in- 
temi, si avrà: 

sen. PM 0 = aen. B'Qy = sen. (a — |3) 
ed in ultimo essendo MOP supplemento di B'Os, si avrà: 
sen. Al 0 P = sen. (180' - B' Ok) =» sen. (180° — a) = sen. «, 
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ma il triangolo M P 0 da: 

OP : PM-.-. son. P M 0 : sen. M 0 P, 
e considerando che OP — — a,PM=g, 
si lia: — a : y :: sen. (* — (5) : sen. «, da dove: 

_ — asen.a - w sen. a — gsen. a 

y = sen.ja— (3] — sen. — (j3 - a) = — eoa. [/3 — «) 



che come si vede è identica a quella di già trovata , di 

modo che possiamo concludere, che l'equazione y — 8 - j 

rappresenta quella di una retta qualunque, che passa per 
l'origine riferita ad assi obbliqut come: 



rappresenta l' equazione di una retta qualunque, che non p; 
per l'origine riferita parimenti ad assi obbliqui. 
Se gli assi sono ortogonali allora £ = y0", perciò: 

e le equazioni precedenti si cangeranno nelle seguenti: 



'—— - — taug. a con a, avremo y = a a 
per l'equazione della retta, che passa por l'origine riferita 
ad assi ortogonali, ed y = a s ■+• b per quella riferita pa- 
rimenti ad assi ortogonali, ma non passante per l'origine, 
in essa v ed y sono le coordinate correnti , ovvero dì un 
punto qualunque tli essa retta, ed a e la tangente trigono- 
metrica dell'angolo che la retta fa coli' asse delle a positive, 
che vicn detta coefficiente angolare, considerando tale tan- 
gente riferita ad un circolo di raggio uno. 

La b rappresenta la distanza dall' origine al punto d' in- 
contro di questa retta coli' asse dell y. 

D'ora in poi supporremo sempre gli assi ortogonali; in 
caso contrario l'avvertiremo, come ancora supporremo tutte 
la costruzioni fatte nel piano degli assi. 
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Le formole testé trovate ci mostrano che l'equazione della 
retta è una equazione a due variabili alla prima potenza. 

Reciprocamente ogni equazione a duo variabili alla prima 
potenza può rappresentare una retta. 

Infatti noi possiamo sempre supporre questa equazione della 
forma Ay = Bs, ovvero che non abbia il termino indipen- 
dente dalle variabili, purché supponiamo l'origine in un punto 
ditelo linea. 

Posto ciò, dall'equazione Ay = Ba si ha: 



e perciò: — -j-. 

Se M (Fig. 14) è un punto di questa linea ohe ha per 
coordinate y ed !K, avremo: 

OP = s, PM=y, 
y _ Pif 
a OP ' 
PM B 



ma —Q-p- rappresenta la tangente dell'angolo MOP, 

dunque : tang. MOP= 

Se N fosse un altro punto della linea ohe ha per equa- 
zione A y = B a dovremmo parimenti avere tang. JVOQ = — 
dalle quali si citerebbe: 

tang. MOP = tang. NOQ. 

Sia perchè ciò sia, e necessario e sufficiente, che i punti 
M ed N siano in linea retta con 0 origino delle coordinate. 

Dunque un' equazione a due incognite alla prima potenza , 
purché queste non siano in prodotto, può sempre rappresen- 
tare una linea retta: e se l'equazione e della forma Ay — Bx 
essa rappresenta una linea retta che passa per l'origine dello 
coordinale nel piano fagli assi. 
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«la da coltrarsi la retta che ha per equazione 

y = 7 X-+- 5. 



1. ' Metodo: — Facendo in tale equazione s = 0 si ha 
y — 5; questa ci da, l'ordinata corri spon il ente all'ascissa zero, 
ovvero ci dà la distanza dall'origine al punta d'incontro dello 
retta coli' asse delle y, ed essendo tale valore positivo si por- 
terà sull'asse delle y positive una lunghezza OP [Fìg. 15) 
uguale a cinque unita lineari, e si avrà il punto P pel quale 
passerà la retta. 

Parimenti facendo nell'equazione: y = 7 a -t- 5, y = 0 
si avrà: 7 a; -h 5 = 0 

da dove: 7 a = — 5 ed e = — -f . 

Questa li l'ascissa corrispondente all'ordinata «ro, ovvero 
questo valore ci dà la distanza dall'origine al punto d' in- 
contro della retta con 1' afise delle a, ed essendo tale valore 
negativo, si porterà sull'Esse delle % negative una distanza 
0 Q ug-uale ai -f dell'unità lineare, e sì avrà il punto Q 
pel quale parimenti passera la retta; congiungendo P con fj 
si avrà la retta AB, che ha per equazione: 
y = ? a -+- 5, 

Sia da castrare! la retta che ha per equazione 

y = 3 a — 2. 

2. ° Metodo: — Dall'origine delle coordinato come centro 
e con raggio uguale ali' unità lineare si descrive una cir- 
conferenza MNP 0, (Fiff. 16). 

Dal punto M s' innalzi sull' asse delle a la perpendicolare 
MI! eguale a tre unità lineari; co ngi ungendo 0 con H, la 
retta 0 3 avrà per equazione y = 3i, poiché passa per 
l'origine, e fa coli' asse delle s un angolo la cui tangente 
trigonometrica riferita al raggio uno è 3. Prendendo sull' asse 
delle y negative una parte 0 K ugiiale a 2 unità lineari, 
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e tirando da K, KL parallela ad OS, la KL saia la retta 
ohe ha per equazione: 

y = 3 a — 2. 
È focile notare ohe il primo di questi metodi 6 applica- 
bile per qualunque sistema d'assi, mentre il secondo è sola- 
menta per assi ortogonali. 



5 6.' 

Poslilonl illf rrw che pnò avere ona reità. 

Nell'equazione generalo della retta: 
y — a x -+- b, 
ed in qualunque equazione a due variabili, mia di queste 
dicesi: variai/ile indipendente, e l'ultra; variabile dipendente 
a funtiùne, poiché dipende dal valore che si attribuisce alla 
prima; cosi se x é la variabile indipendente, ovvero quella 
a cui si possono darò infiniti valori diversi, allora y è la 
variabile dipendente o la funzione della a. 

Se a e li sono cognite e determinate, allora abbiado visto 
ohe la rotta 6 data di posizione, se a a li sono indeterminate 
allora y — a x ■+• b pub rappresentare un' infinita di rette 
diverse. 

Jn Geometria analitica e = a rappresenta una retta paral- 
lela all' asse delle y distante da questa por a, poiché nelT e- 
quazione * = a non essendo annoverata la y, vuol dire ohe 
non ei considera un punto soltanto, ma tutti quelli distanti 
dall'asse delle y per a, e questi, chiaramente si vede, for- 
mano una retta parallela all'asse delle y distante da questo 
per a. 

Analogamente y = i rappresenta una retta parallela al- 
l'asse delle x distante da questa per 1). Perciò s = a, y — b 
ci determinano un punto, ohe nasce dalla intersezione di 
queste rette. 

Da ciò ne consegue che x — 0, è l'equazione dell'asse 
delle y, ed y = 0 quella dell'asse delle x. 
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L'equazione J/ = S rappresenta lina retta OA \Fig. 17], 
che divide per meta l'angolo jOu, ovvero obe fa angolo 
di 45' coli' asse delle s positive. 

Infatti essendo la tangente trigonometrica dell'angolo che 
la retta fa coli' asse delle % positivo eguale ad uno, si avrà 
che MP — OM, perciò PO//=4ó". Cosi l'equazione delia 
ietta 0 F che fa l'angolo FOX=ih\ sarà y = — x, 

% T 



che passa per un punto di coordinale 

Bf ED jf. 

•• Essendo y — a n -\- b l'equazione generale della retta, se 
questa deve passare pel punto di coordinate x' ed tj , queste 
coordinate messe in luogo d'i e d'y debbono verificare l'equa- 
zione della retto in modo che si dovrà avere y = a ut -h 6, 
questa ci esprime la condizione che la retta passa pel punto 
dato; siccome al cangiare di a cangia l'inclinazione della 
retta rispetto all'asse delle x, e siccome per un punto si può 
condurre una infinità di rette con inclinazione diversa al- 
l'asse delle x, cosi faremo restare a indeterminata nell'equa- 
zione della retta che passerà pel punto dato ; ma à allora 
non potrà più essere indeterminata, poiché vi è la condizione 
ebe la retta devo passare per un punto. La b sparisce eli- 
minandola dallo due y — a x -+- S, y' = ax'-hb, la qual 
cosa si fa semplicissimamente per mezzo della sottrazione, 
ed avremo : y — y = a [x — x'\. 

Questa è l'equazione della retta che passa per un punto 
di coordinate x', ed y, avendo per coordinate correnti x. ed 
y, mentre a rappresenta la tangente trigonometrica dell'an- 
golo che tal retta fa coli' asse delle % positive. 

Si sarebbe potuto dalle due y — ax-hb, y — ax'-hb 
eliminare la a invece della b, ed avremmo parimenti avuto 
l' equazione della retta che passa per un punto, ma tale 
equazione non sarebbe stata comoda nel seguito, chè -essa 



Digitizcd by Google 



sarebbe espressa per mezzo della b, in maniera che noi 
useremo l'equazione; 

y — y = a [x — al 
ove la a È arbitraria. 



che passa per due ponti dati. 

Abbiamo trovato che y — y' — a (s — a') è l'equazione 
della retta che passa per un punto. Se questa deve passare 
ancora pel punto di coordinate z° ed y", questi valori sosti- 
tuiti in luogo di s ed y bisogna ohe Eoddisfacciauo all'equa- 
zione : y — y' = a (s — a'), 
in modo che avremo: 

/-y =.«(*•- té), 

dalla quale: a = .... (1) 

che sostituita nell'equazione y — y 1 — a [z — £) ohe ù quella 

di una retta che possa per un punto, avremo: 

Questa è l'equazione della retta che passa per due punti, 
poiché abbiamo tolto l'indeterminata a, ed in sua vece ab- 
biamo posto la relazione: (1) che ci esprime che la retta 
passa per tutti e due i punti. 

Se tu' ed f sono le coordinate dì un punto M [Fig. 18), 
ed e*, y° quelle di un punto ìit, avremo: 

MP = z" — a/, W P = y" — y, 
SIP _ f-y' 
mp aC—v ' 
W P 
MP 1 

tane-. M'MP = 
tang. M'MP 



perciò : 



quindi: ti — ^„ ~ y ~ , il che conferma 

che la quantità ^ ~ ~ li uguale ad a. 

Se x' = à allora tang. JbT i> = co, poiché il denomina- 
V* — v" 

tore di ~ a* — a' è zero; ÌDfatli ,a L ' etta re3ta P arBllela al- 
l' asse delle y e cesi farà angolo di 80' coli' Basa delle x. 

Se V" = P, allora tang. 3f'MP=>o, poiché la retta in 
tal caso è parallela all'asse delle x. 

* y' = y'» ed »* = »', avremo tang. jl/'.flf.P = ovvero 
la tangente trigonometrica dell'angolo che la retta fa col- 
Tasse delle x, resta indetormiuata , come doveva succedere, 
poiché i due punti vengono a confondersi in ano, e per questo 
passa uu' infinità di rette. 



tang. (=' - 



Condizione perchè due rette «lana parallele. 

Siano OMnA OM' {Fìg, 19] due retto che s'incontrino 
in 0; dal punto 0 tirando OR parallela all'asse delle z, c 
chiamando: MOB~ a' ed «'.0J7= a 
avremo: W 0 il— a' — a ; 

ma dalia trigonometria si ha: 

tang. a' — tang. a 
1 -1- tang. a tang 1 , a' 
ed essendo : tang. (a' — a) = tang. M' 0 M, avremo : 

mi. x' o.v _ 

1 -+- tang. a tang. a 
Facendo: tang. a' = u', e tang. a = <j si ha: 

tang. M' 0 M — ~ , _ 

Questa ci dà la tangente dell' angolo delle duo rette per 
mczio delle tangenti degli angoli die queste fanno coli' asse 
della z positiva. 
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Se le rette sono parallela M' 0 M = 0, o a 180° perciò: 
tang. M' 0 M = 0 
ed il secondo membro dovendo essere zero, è necessario ohe 
aia a' — o = 0, ovvero a = a': reciprocamente se a — a! , 
essendo il secondo membro zero, sarà tang. M' 0 M = 0, e 
peroiò M' 0 M = 0, o a 180% cosi le rette saranno paral- 
lele. 

Dunque so le rette y = « ss 4- i od y = a' a -(- ì' sono 
parallele, sarà a = a e se a = a' le rette sono parallele. Questo 
si poteva conoscere dapprima, poiché se queste rette sono pa- 
rallele, esse faranno angoli uguali celi' asse delle s positive, 
perciò i loro coefficienti angolari saranno uguali: e recipro- 
camente se i coefficienti angolari sono uguali, le rette sa- 
ranno parallele. 
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Condizione perchè due rette «Inno perpendicolari. 

Avendo trovato che tarjg. W OM= i^Toa' 38 le rette 
sono perpendicolari, M' 0if=9O°, perciò: 

tang. M' O M = tang. 90' = co; 
ma per essere infinito il secondo membro è necessario che 
sia 1 -+- a a' = 0, ovvero a a' = — 1 ; a = — ^"> e questa 
ci mostra che ae a' = 0 , a = m e se « = 0 a' = so come 
doveva essere, poiché le due rette essendo perpendicolari, se 
una è perpendicolare all'asse delle e, l'altra a questa è pa- 
rallela c viceversa. 

Reciprocamente se 1 ■+■ a a' = 0, ovvero a — — essendo 

allora influite il secondo membro tang. M' O M sarà eguale 
all'infinito, perciò M' 0 J/" = 90° e le rette saranno perpen- 
dicolari. Dunque se le rette y = a a -+- b , y = a'aH-i' sono 
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porpendioolnri, <i = o a' = — -i-; e se a = ^ 

o a' = — — le retto sono perpendicolari. 

Iìiducendo questo in linguaggio ordinario, diremo che due 
rette per essere perpendicolari, è necessario clie la tangente 
trigonometrica dell'angolo, che una di esso fa coli' asse delle m 
positive, sia aguale a meno l'unità divisa per la tangente 
trigonometrica dell'angolo che l'altra retta fa parimenti col- 
l'aase delle a positive. 



§ IL" 
Problema. 

Condurre pel punto di coordinate s' ed y' una retta pa- 
rallela ad un'altra la cui equazione sia: 

L'equazione della retta che passa por un punto di coor- 
dinate a' ed y" è y — y = a (s — a']. Se questa vuoisi che 
sia parallela alla retta data è necessario ohe si abbia « = bì, 
perciò : y — y' = m (a — a 1 ) 

sarà 1' equazione della retta cercata. 



Pel punto di coordinate x' ed y' condurre una retta per- 
pendicolare ad un'altra la cui equazione sia: 

Si sa che y — y' = a [a — a'} è l' equazione della retta 
che passa poi punto di coordinate sf ed y' ; se si vuole che 
questa sia perpendioolare alla retta data, ò necessario che si 

abbia ii = ~, perciò : y — y' = ~ (a — a:' ) sarà 

l'equazione domandata. 
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Problema* 



Hate le equazioni di due rette, determinare le coordinate 
del loro punto d incontro. 

riiano y — > a x •+• i. y ~ o'r -+■ A' le equazioni di queste 
due rette; nel puntu d'incentro queste retlu hanno le sletw» 
coordinale, perciò facendole coesistere, e sciogliendole rispetto 
od i ed y, avremo le coordinate cercate; cosi eliminando la y 
ovvero eguagliando i secondi membri, avremo: 

a x + b — <£ x + V , 
da dove [a — a') m — b' — b , e quindi * — * _ 

Queata ci determina l'ascissa del punto d'incontro; sosti- 
tuendola in una delle due date, per esempio, nella 

b' — b , , , ab' — ab -\- ab — ba' 
y = a a _ a , + b, da dove y — - — a~a' 

a V — ba 1 



Dunque a = ~ — J-, ej = — * — sono le coordinate 
cercate. 

Se a = a\ questi valori diventano infiniti come doveva 
succedere, poiché allora le rotto sono parallele. 

Se i = b' , allora la a = 0, perchè le rette s' incontrano 
sull' asse delle y. 

Se a = a' e ò = (', i valori d'z e d' y sono -5-, ovvero 
indeterminati, poiché le retto allora si riducono ad una sola, 
ovvero coincidono. 
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Per un ponto dato di coordinate x' ed y' condurre una 
retta perpendicolare ad un'altra retta data, che ha per equa- 
zione y — ax ■+■ h, e determinarne la lunghezza. 

Essendo y = a x ■+- è 1' equazione della retta data A B 

{Fiff. 20), si sa ohe y — y' = — e l'equazione 

della retta perpendicolare alla data, passante pel punto di 
coordinate x ed y\ cioè di N M. 

Per avere ora la lunghezza di questa perpendicolare con- 
sidero che il punto N abbia per coordinate a' ed y , ed il 
punto M piede della perpendicolare abbassata da N sopra A B , 
abbia per coordinate e ed y. 

Avremo per la lun ghezza di N M : 

araf (y—y)' 

L'equazione y = da + S si può scrivere, togliendo un y' 
da un membro e l'altro, ed aggiungendo o togliendo al se- 
condo membro a %■ : 

y — y —ax — oaf'-f- t-HUflj'— y 
da dove: y — y^rtla — a/j-t-S-r-ns' — y', 

aia essendo : y —y' = ~-{x — si); 

uguagliando i secondi membri, avremo: 

a[x — a*] + J + a a- — y* = — »')■ 

Sciogliendo rispetto ad a; — s? , 

a (a — a') + -j- (a — a') = y 1 — art — 6, 
(* + -r H* — «0 — V' — * & — 



* * - fl i + l + 1 

Ora sostituendo questo valore nella y — y" = l — — x 

nvrsmn : 1/ . — u' = — . — — a 
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z — x' = a 



li sostituiremo nella (1], ed avremo: 

^ M = l/° n£ fw g --' 



!«' + !)■ 

e siccome si elide a* + 1 al numeratore ed al denominatore 
sotto al radicale, avremo: 



c(/£l- 



o il numeratore quadrato perfetto, ai avrli infine: 
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CAPO II. 



DEFINIZIONI E PRELIMINARI 



§ 14/ 



In generale una linea dicesi algèbrica se la sua equazione 
è data per mezzo di un numera finito di operazioni alge- 
briche, intendendo per operazioni algebriche : somma, sottra- 
zione, moltiplicazione, divisione, elevazione a potenza ed 
estrazione di radici di grado individuato. 

In ogni altro caso la linea dicesi trascendente. 

Le linee algebriche si dividono in diversi ordini, e l'ordine 
È segnato dalla somma massima degli esponenti dello inco- 
gnite in un termine, considerando che se lo incognite sono 
in prodotto alla prima potenza almeno in an termine, esse for- 
mano ancora la linea rappresentata da quella equazione, una 
linea di secondo ordine. 

Avendo visto che ogni equazione di primo grado in x ed y, 
rappresenta sempre una retta, possiamo affermare che per 
linee di primo ordino non vi è altro che la rctla. 

Xewton, invece di dividere le linee in ordini, le divideva 
in generi. Diceva linee di primo genere quelle, che avevano 
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le incognite alla seconda potenza, oppure almeno un termine 
col prodotto di esse alla prima potenza; linee di secondo 
genere quelle ohe avevano almeno un termine ohe avesse 
tre per somma d'esponenti delle incognite, o cosi successi- 
vamente. Queste dea a min azioni non furono usate. 

Gli antichi studiavano lo linee di secondo ordine per mezzo 
delle diverse sezioni che un piana può fare in un cono di 
base circolare, e molti di essi limino lasciato su ciò opere di 
grande grido. 

Attualmente queste linee si studiano per mezzo di equa- 
zioni, perciò per mezzo di caso bisogna trovarne le proprietà. 
La forma più generale che può avere un'equazione che rap- 
presenta una linea di secondo ordine, 6 evidentemente; 

Ay 1 -+- Bxy->r Cs? ■+■ D y + Ex ■+- P= 0.. . . (1) 
ove A, 3, C, D, E, F sono delle quantità reali. 

Per analizzare tale equazione, sarà utilissimo scioglierla 
rispetto ad una delle incognite, per es. y ; la qual cosa si fa 
raccogliendo dapprima i termini con la y alla prima potenza, 
e si ha con ciò: 

Ay* + (Bx + D)y + Cx 3 + Ex + F= 0. 

Dividendola tutta per A , onde rendere il coefficiente del 
primo termine l'unità, si ha: 

" + " ,+ gg±|£±? =0 . 

Sciogliendola come equazione di secondo grado solamente 

rispetto ad y, abbiamo: 

— 3x + D | f~ (B\e '+ I)\ i """ Cx ì '^-Ex-+-~¥ 
,J 1.A —V \ %A / A 

Sviluppando il primo termine sotto al radicale, e riducendo 

il secondo termine allo stesso denominatore del primo, la qunl 

cosa si fa moltiplicando il suo numeratore e denominatore 

per i A, abbiamo: 

/IsiT^ìiìH*- 1>: 1.1 Ci-: t ì \Ks- 1 Uf 



ovvero ; 



Facendo per brevità — = ti, — ^ = 5, si ha; 

y = ax + b 1 ^ V(B* — i AC) tfl + 1 (BO - 24E) x + d - 4^F...(Ì) 

Ora vediamo che y ha due valori di una parte, sotto forma 
razionale espressa da oa- -I- S, che è l'ordinata di una linea 
retta, e di un'altra irrazionale, ohe è il radicale, la qual 
parte irrazionale deve essere continuamente una volte ag- 
giunta, ed un'altra sottratta dall'ordinata della retta. 

Per costrurre i diversi punti della ourva bisogna prima 
costrurre la retta ys='** + i, e ciò si ottiene facendo una 
volta x = 0, da dove y = *, ed un'altra volta y = 0, da dove 
abbiamo ax + b = 0, ovvero ax = — J, ed x = 1- . Ot- 
tenuti i valori y — b, x — — , si prenderà sull'asso delle 

y positive se i è positivo AG — £ {Fig. 21) e sull'asse delle 

X negativo ss j- è negativo, .4 0 = -Jj- ; congiunto 0 

con C, abbiamo HIV, che e la ratta espressa da y — ax + J. 
Noi supponiamo per maggiore generalità che gli assi siano 
obbliqui, ed è perciò che per costrurre la retta SE', ab- 
biamo usato il modo olle è applicabile ancora ad assi ob- 
bliqui. 

Attualmente preso AP arbitraria, conoscendo il suo valore 
numerico si metterebbe iu luogo di. x nel radicale: 

■JJ V{Bì — iAC)Xl + i{BD — tAE)x-+Di — lAF 
e ricavato il valore di questo si metterebbe al disopra e al 
disotto di Q luogo P.V tirata da P parallelamente all'asse 
delle y; si avrebbero cosi due punti N ed N' appartenenti 
alla curva che ha per equazione la fi); parimenti si farebbe 
per avere altri punti. 

Da ciò si vede ohe la retta E E' viene a godere la 
proprietà di dividere per mezzo tutte ie rette tirale paralle- 
lamente all'asse delle y; perciò essa fu chiamata diametro. 



DlHciuslaae generale. 



Da nn teorema dell' algebra, sappiamo che in un polinomio 
ordinato secondo le potenze discendenti della incognita, si 
può sempre attribuire ad essa un valore talmente grande , 
positivo o negativo, da far dipendere il segno del polinomio 
da quello del suo primo termino, ed il polinomio potrà acqui- 
stare sempre un valore numerico più grande di qualunque 
quantità assegnabile. 

Se noi dunque attribuiremo alla x nella (2) dei valori po- 
sitivi o negativi e li andremo aumentando, la quantità sotto 
al radicale parimenti aumenterà in valore, e tale quantità 
avrà infine per segno quello del suo primo termine: 

{B> — là C)x* 
e siccome a? è sempre positivo come quadrato, il segno della 
quantità sotto al radicale diventerà, per valori della x sai-, 
Scientemente grandi , sempre del segno di (B* — 4 A C): se 
allora [Ifl — A AC) è negativo, la quantità sotto al radicale 
sarà, negativa, e perciò il valore del radicale sarà immagi- 
nario: il che mostra che-per questi valori della x non esiste 
curva, ma per valori della x tali, che il seguo del polinomio 
sotto al radicale non dipenda da quello del primo termine, 
il radicale è reale, e di più il valore dello stesso per questi 
valori finiti della x, non può essere naturalmente infinito; 
ciò mostra che la linea espressa dall'equazione (!) è limi- 
tata nel senso delle ascisse positive e negative , al disopra 
ed al disotto del diametro. Tale curva fu detta Ellisse. 

Se {fl 1 — 4 A C) ò positivo, vi sono dei valori della x tal- 
mente grandi, positivi e negativi da rendere il segno del 
polinomio continuamente del segno del suo primo termine; 
perciò sempre positivo, ovvero il radicale per questi valori 
sarà sempre reale, ed aumenterà al crescer della x\ il che 
porta a concludere che la curva espressa dall'equazione (1) 

in questo caso, ai estende nel senso dell'asse delle x positive 
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e negative infinitamente, al disopra ed al disotto del diametro. 
Tale curva fu detta Iperbato. 

Se [B 1 — 4 AC) è uguale a zero, allora 11 primo termine 
sotto al radicale sparisce: supponendo x talmente grande da 
far dipendere il segno del polinomio sotto al radicale da 
quello del suo primo termine, essendo questo [BD — 2AB~) x 
si vede cbe il suo valore dipende non solo dal segno dì 
BD — %AB, ma ancora da quello della x, perciò diremo 
che se B D — 2AE è positivo, per valore della x positivo 
su fEcien temente grande, tale, da far si, che il segno della 
quantità sotto al radicale sia quello del primo termine, il 
risultato sarà reale, e la curva si estenderà indefinitamente 
nel senso delle ascisse positive, tanto al disopra quanto al 
disotto del diametro, ma allora per valore negativo della x 
sufficientemente grande, tanto da rendere il segno della 
quantità sotto al radicale uguale a quello del suo primo 
termine, il radicale sarà immaginario; perciò la curva sarà 
limitata nel senso dell' asse delle x negative. 

Cosi se [B D — 2 A E) è negativo, la curva sarà limitata 
nel senso dell'asse delle j positive, ed infinita nel senso del- 
l'asse delle x negative. Tale curva fu delta Parabola. 



Se A = 0 allora l'equazione (1) sì riduce a 

Bxy + Cx' Dy ■+■ Ex -+- F = 0, 
che ordinata rispetto ad x diventa: 

Cx* H- {By + E) x + Dy -+- F = 0 , 
e divìdendola tutta per C, onde rendere il coefficiente del 
primo termine l'unità, abbiamo: 



§ 16.' 



particolari. 
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Sciogliendola come equazione di secondo grado per rispetto 
ad x, ai ha: 

* 2c~ V %o )- c 

Sviluppando il primo termine sotto al radicale, e rìducendo 
il secondo allo Etesso denominatore dei primo, il che si fa mol- 
tiplicando il suo numeratore e denominatore per 4 C, ai ha: 
B E_ J . i rB>7p-r*BE3 + E> KDCy + iCF 
x ~- 1C»- 1C -V 40' " '" 1(3 

x = ~ 9 — Ti* Ì Te V&V + ìiBE— ÌDC)!) + ES — 1CF... (3). 

In questa si vede che il termine chu contiene al più alto 
grado l'incognita sotto al radicale è S ì ij i ; il quale ha il 
coefficiente essenz ini mente positivo, poiché esso è B*. perciò 
si potrà applicare lo stesso ragionamento di prima, e piaz- 
zare la curva espresso dall'equazione: 

Smy + Cx* ±Dy + Bx + F=0 
tra quelle dette iperbole, alle quali essa appartiene ancora 
pel suo carattere analitico , perche quando B 1 — 4 AC è mag- 
giore dì zero la curva è un' iperbola^ così essendo A — 0, 
B* — 4 A C si riduce a B 1 , che è essenzialmente maggiore 
di zero, come quantità positiva. 

Se non solamente è A = 0, ma è pure B — 0, allora l 1 equa- 
zione (3) si riduce ad: 

la quale si potrebbe trovare direttamente facendo A = 0, e 
5 = 0 nella (1), ed indi sciogliendola rispetto ad x. 

Per questa si farebbe lo stesso ragionamento che si fece 
per la parabola, poiché in essa si vede ohe l' incognita y 
sotto al radicale è alla prima potenza, perciò la curva espressa 
dall'equazione Cx* Dy + Ex -{- .f*=0 possiamo piazzarla 
tra quelle dette parabole, olle quali essa appartiene ancora 
pel suo carattere analitico, perchè quando B* — 4 A C i 
uguale a aero, la curva è una parabola; cosi essendo B — 0 
e/L A<~ù, JP — 4AC, si riduce parimenti a zero: ana- 
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logamente si vedrebbe che quando B = 0, e (7= 0, la curva 
è pure una parabola. . 
Se A — 0, C=0 allora l'equazione (1) eì riduce a: 
Bccy + Dy + Bx + F=0...[4), 
la quale ci dà: 

iBx + If)v = — (Bx + F). 
Sciogliendola rispetto ad y, si ha: 
__SxJ 1 F_ 
9 . Bx + D' 
Dividendo numeratore e decora iti atore di quest'ultima per x, 



•- > + f 

Analogamente si avrà dalla (4): 

[By + Eì x = — [Dy + F) 
• sciogliendola rispetto ad x, si ha: 



Dividendo numeratore e deuominatore di quest' ultima per t), 



Avendo avuto: 

Facendo nella prima formola x= Ì », la y resta uguale 
a — il ohe mostra che se soll'asse delle y negative , se 

— ~ i negativo; si preDda una parto 0 3f = ~ [Fig. 22), 
si avrà un punto M, dal quale tirando una parallela N N' 
all'asse delle x questa retta andrà ad incontrare cosi nel 
senso ili MN come nel senso di M A" la curva ali influito. 
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Cosi facendo nella seconda forinola j/=+»]8j! resta ugnale 

a — il ohe mostra che se sull'asse delle x negative, 

se ^- è negativo, si prenda una parte OK— ~, e pel 

punta K si tiri // 2T parallela all'asse delle v. questa andrà 
ad incontrare la curva tanto nel senso di KB, quanto nel 
senso di K E' all' infinita. 

In maniera che si può concludere cho la curva avrà 
quattro rami infiniti, perciò possiamo piazzarla tra quelle 
dette iperbole alle quali essa appartiene ancora pel suo ca- 
rattere analitico, perchè quando II- — iAC è maggiore di 
zero la curva è un'iperbola, cosi essendo A = 0 e C = 0, 
si ha B 1 che è una quantità positiva. 

L'ipotesi di A = 0, B = 0, C= 0, farebbe si che 1' equa- 
zione non sarebbe plìi di second'ordinc, poiché essa si ridur- 
rebbe a Dy + Sts + F— 0, che rappresenta un a linea retta essendo 
di primo grado In X ed y, e non avendo termini col pro- 
dotto delle incognite. Possiamo perciò concludere per queste 
linee di second' ordine che Elissi son quelle curve limitate in 
tutti i sensi, le quali si hanno quando B % — 4 A C < 0. 

Iperbole sono quelle curve composte di quattro rami infi- 
niti, le quali si hanno quando B* — iA C>0. 

Parabole sono quelle curve limitate in un senso, e noli' altro 
formata da due rami Infiniti, le quali si hanno quando: 
B> — 1A £7=0. 

Potendo altresì concludere che tala criterio sarà vero an- 
corché una o due delle quantità A, B, C, siano zero, purché 
sì abbia allora considerazione al seguo del risultato di: 
S 5 — iAC\ 

ovvero se tal risultato é col segno — si ha I 1 Ellisse ; se é 
col segno -+- si ha l'Ipcrbola; so é zero si ha la Parabola. 



5 il- 



Discussione d e IT Ellisse. 

Prima di tutto premetteremo che ima '.iovù retta Buri può 
incontrare una curva io un Damerò Ji punti maggiore del 
numero che ei'frns il grado della sua equazione. 

Infatti eia A x m - " j n ■+■ una equazione 

di grado fli*"™" rjij'e'tu alle incognite x ed y. ore fu è un 
numero intero 

L'equazione di una retta essendo y = ax ■+- S, e nei punti 
d'incontro la retta e la curva dovendo evere le stesse coor- 
diuate, si sostituirti, il valore della y dell'equazione della retta, 
nel valore della tf dell'equazione della curva, ed essendo la y 
data per mezzo della x alla prima potenza ; avremo una equa- 
zione parimenti di grado tn"""° in x; la quale sciolta da- 
rebbe al più m valori reali por la x, i quali ci darebbero le 
ascisse dei punti d'incontro, che sostituiti nell'equazione della 
retta, fornirebbero le corrispondenti ordinate, sicché non si 
potranno avere più di in punti d'incontro, il che si volea 
provare. 

Avendo avuto la forinola (2) che è : 

jl = ai + 6±-^j |/|fli-4AC)ii + a(Zili — ÌAE)x + D* — iAP 

so la curva è ellisse, allora B 1 — 4 A C, è una quantità nega- 
tiva che possiamo esprimere con — e facendo per brevità 
ancoro BD — 2AK=p, D 1 — iAF = q, essendo p e q 
quantità reali, positive o negative, poiché tali sono A, B, C, 
D, E, F, avremo particolarmente per l'ellisse: 

y = ax-±~i±.^2 V— & r a -+- 2 p x + q. 
Dividendo sotto al radicale per <S J , e moltiplicando il me- 
desimo parimenti per o, si avrà: 
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che pno scriverai ancora: 

»=«»+»* 

La quantità x 1 — 2 -J^- x jj- se l' uguagliamo a zero, 

resta una equazione di secondo grado in x, trovandole le 
radici , e chiamandole con x' ed x" , abbiamo dalla teoria 
delle equazioni di secondo grado: 

3 ?-Z^ r x--j i = (K- tf] (x - x'}. 
Perciò la formula precedente si cangerà in: 

y = ax-hb ± A \f {x-±)[x--x). 

Questa è la formo!» sotto la quale ai disoute l'equazione 
dell'altee; faremo perù osservare obe possono presentarsi tre 

1. " Che x' ed x" siano reali e disuguali ; 

2. * Che siano reali ed uguali ; 

3. ° Cbe siano immaginarie. 

Punto caso: — Il primo caso è quando x' ed x" sono reali 
e disuguali. 

Supporremo x' < x"; per i valori di x — x' ed x ss: x" 
il radicale va a zero; ciò mostra che per le ascisse x' ed x", 
i punti della curva souo sul diametro, ovvero sulla retta A'B' 
[Fig. 23) che ha per equazione: 

Ij — /IX-t-6; 

di maniera che prendendo 0 P => x 1 , ed 0 Q = x" tirando 
dai punti P e <2 le rette P .ff e Q W parallele all'asse delle tj, 
avremo i punti M ed M' d'incontro di queste con A'B' che 
apparterranno alla curva. 

Per i valori di x %■' e perciò maggiormente di 3:", x — x'' 
sarà negativo, ed x' — x sarà positivo, perciò sotto al radi- 
cale il prodotto [x — x') [x" — x) sarà negativo, ed ii valore 
dello stesso sarà immaginario ; ciò mostra ohe non esistono 
punti della curva con ascissa minora di x' , ovvero che la 
curva non trovasi aliti sinistra di P H. 
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Se x > x' e nello stesso tempo x < x", allora x — x' 
sarà positivo, ed x° — x sarà parimenti positivo, dimodoché 
il radicale sarà reale, ovvero che tra !e rette P E e QII' 
ove le ascisse sono maggiori di x' e minori di x" , vi esiste 
la curva. 

Se,x > x' ed ancora x > x" , allora a; — x' sarà positivo, 
ed a* — X sarà negativo, dimodoché il prodotto 

[x ~ x') {x- — x) 
sarà negativo ed il radicale sarà immaginario, ovvero che 
alla destra di q. S' ove le ascisse sono maggiori di x' e 

Da ciò si ricava che la curva è compresa tra le rette PS 
e QS'. 

Avendo visto che la corva è chiusa tra le rette Pffe QIT, 
e che non ha rami influiti, possiamo determinare i punti più 
distanti del diametro trovando il valore massimo che può 
avere l' espressione : 

La quantità sotto al radicale consta di due fattori x — x 

quantità costante; ora noi sappiamo dall' Algebra elementare 
che le due parti nelle quali si deve decomporre un numero 
per avere il massimo prodotto debbono essere uguali; dunque 
perchè si ubbia il massimo prodotto è necessario e sufficiente 
che sia a — a' ss x° — a, da dove : 

2 X = x- + x\ m = x " + x ' . 

Questa è l'ascissa corrispondente ai punti della curva più 
distanti dal diametro. 

Per costrurre tjile ascissa si divida P q per metà in B, 
OB sarà uguale ad — ,nlatti prendendo successiva- 
mente ad 0 Q la Q 17 = x' , avremo : OC = x" +■ x' , la 
cui metà determina il punto B, perciò 0 lì sarà uguale 



Per conoscere attualmente quanto sia II valore massimo 
dell' espressione; 

■ijVlf- »1 !*■-.). 

essendo i fattori ffi — ffi' ed a" — a uguali, avremo per 
esso : -£J~ l* — ' e m ettendo P« a il valore che ci dà 
il massimo, abbiamo: 

3 ( x" + g ,\ _ -e" +j'-3j;' 

2,1 V 2 *J - ad 2 

i (a 1 — 3') 
= ; 
questo è il massimo richiesto. 

Per costruirò tale espressione, si tiri da B la BJV' paral- 
lela all'asso delle y, e dal punto S d'incontro di questa retta 
col diametro AB, si prenda al disopra ed al disotto di S, 
lungo BN' la parto SN = SN' = 3 ^ J — ■■ ' , avremo 1 
punti iV ed iV" pei quali passa la curva, ed essendo questi 
t più distanti ilaì diamptro, w per casi si conducano due 
rette IL od F F m parallelo n\ diametro, avremo un paralle- 
logrammo LL FF\ che racchiuderà tutta la curva. 

La curva deve r eerssar; a; ntn te seiuprc rivolgere la conca- 
vità verso 11 diametro, poicìio se ciò non fosse, allora una 
retta la potrebbe incontrare in più di due punti [Fìg. 24), 
il che e impossibile, poiché l'equazione essendo di secondo 
grado rispetto allo incognite per ciò ebe si disse una retta, 
non può incontrare la curva in più dì due punti. 

Se ad A, ti, l e * si dessero valori numerici e si costruisse 
la curva per punti come abbiamo detto, si vedrebbe che essa 
ha precisamente la forma segnata dalla figura 23, 

Secondo caso : — 11 secondo caso e quando a> 1 = x". 

s 

L'equazione y = «ffi + b ± ^-j- (/(s — a') [«" — s), 

ai riduce ad: y = a m ■+■ b it -^j- ]/($ — ai) {£ — z); 
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ì , 

ovvero: y = ax-hb±~ \— (x — s 1 ) (a; — se'), 

i i 

perciò: y = ax-^b^r.-^j ]f — [* — *-)!, 

da dove: y — « + b ± [i — a') V^T. 

Db questa vediamo che per qualunque valore della x, di- 
verso da x' la y è immaginaria, ed il solo valore reale che può 
avere la y, è quando x = x' , poichu allora la y si riduce .ad: 
y = a x' ■+- 6 ; 

il che mostra che In questo caso la curva si riduce ad un solo 
punto di ascissa x = x' = x" , e di ordinata y = a x' ■+■ b. 

Terzo caso: — Il terra caso è quando x' ed x" sono im- 
maginarie. Ritornando all'equazione: 

y = ax-hb± ^— PxP-t-ZptC + S 
sapendo dall' Algebra elementare che in un' equazione dì 
seconda grada se le radici sono immaginarie per qualunque 
valore si dio all'incognita, grande o piccolo, positivo o ne- 
gativo, il risultalo é sempre del segno del primo termine, 
essendo in questo caso il primo termine soito al radicale 
negativo, ne segue ohe per qualunque valore della a il ra- 
dicale sari, sempre immaginario, dimodoché non esisterà curva, 
e l'ellisse allora dicesi immaginaria. 



Se la curva rappresenta un'iperhola, allora B % — i A C è 
maggiore di KerOi facendo nell'equazione (2), — 4AC=à 1 
quantità essenzialmente positiva, e 

BD — 'ZAE = p,D*-iAF=q 
dovendo essere p c // quantità reali, poiché tali sono: A, B, 
C, D, E, F, avremo: 

ji = ili + J±-jj \f $*z*-f-2px-h2. 
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dalla quale: 



Chiamando con 3' ed a" le radici della quantità satto al 
radicale uguagliata a zero, avremo: 

perciò la precedente 8Ì riduce ad: 



Qui pure bisogna distinguere tre casi, cioè: 
1* Quando %' ed x' sono reali e disuguali; 

2. " Quando if = a'; 

3. " Qoaddo e' ed s" sono Immaginarie. 

Primo caso: — Il primo caso è quando x' ed a" sono reali 
e disuguali; pei valori di a = »' ed x = x", avremo che il 
radicali; sparisce, perciò x' ed a:" sono le ascisse corrispon- 
denti ai punti sul diametro. 

Prendendendo 0 P = x' ed 0 Q — x" [Fig. 25), tirando 
i>//e Qff' parallele all'asse delle y, avremo i punti M ed Jf 1 
d'incontro di queste col diametro che apparterranno alla curva. 

Supponendo a' < a;' pei valori di x < s' , e perciò mag- 
giormente di a:", m — a' sarà negativo, a; — x" lo sarà an- 
cora, perciò il prodotto (x — x') [x — a.'") sarà positivo, ed 
il radicala sarà reale. 

Ciò mostra che esistono punti della curva con ascissa mi- 
nore di x\ ovvero cho la curva trovasi alla sinistra di l' H. 

Per x > x' ed x < x", atremo x — x' positivo ed a; — x' 
negativo, perciò il radicale sarà, immaginario, ovvero che 
per ascisse maggiori di x' e minori di x" non esistono punti 
della curva, ovvero la curva non trovasi tra le rette PS 



sarà positivo, ed il radicale sarà reale, ovvero che esistono 
punti della curva con ascissa maggiore di a' ed x", cioè la 
curva trovasi alla destra di Qfl: 



y = as + h 



e qr: 

Per x > «" e perciò 




x > x' il prodotto: 
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Si vede ancora olle il radicale aumenta sempre in valore 
aumentandola s, tanto positivamente quanto negativamente 
per effetto del suo doppio segno, perciò la curva ai allontana 
sempre più dal diametro come i rami si prolungano; anche 
qui lo curfa devo rivolgere la concavità al diametro. 

Facendo nella espressione : 

± Jj ^(a — l'i (* — a") tt — 0, 




questa ci determina le distanze F Q ed F6', perciò i punti G 
e 67' sono quelli ove la curva incontra l'asse delle y. 

Se ad a, i, $ ed A si dessero valori numerici e si descri- 
vesse la curva per punti, essa resterebbe della forma come 
sì vede nella figura 25. 

Secondo cìso: — 11 secondo caso è quando aj'^s", al- 
lora l'equazione: 

y = a,3i-i r b±— f' (* — »') (» — «■), 

si riduoe ad: 

V = aa ■+■ ò dz (» — «"}, 
che essendo dì primo grado in x ed y ci dà due rette a ca- 
gione elei doppio segeo, e siccome per x — x' il termine col 
doppio segno sparisce: ci mostnt che queste due rette s'in- 
contrano sul diametro in uno stesso punto, 11 quale iia pur 
coordinate: x = ot ed y = <ix' -+- b. 

Terzo caso: — Il terzo caso è quando x' ed x' sono im- 
maginarie. .Sapendo dagli clementi d'Algebra che quando in 
una equazione di secondo grado le radici sono immaginarie, 
per qualunque valore reale sì dia all'incognita, grande o 
piccolo, positivo o negativo, il segno del risultato è sempre 
uguale a quello del primo termine , essendo qui il primo 
termine della quantità sotto al radicale positivo , poiché 
l'equazione à: 

y — ax + ù±-~ x* -+- %p e -+- q, 
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il valore del radicale sarà sempre reale. Da oio possiamo con- 
cludere ohe la curva in questo caso si trova situata al di- 
sopra ed al disotto del diametro, ed una retta non potendola 
incontrare in più di due punti essa rivolgerà da per ogni 
dove la sua convessità al diametro come si vede nella [Fig. 26). 

Troveremo i punti più vicini al diametro determinando 
quale é quel valore della a che rende l'espressione: 

un minimo. Per far ciò noi la metteremo sotto la seguente 
forma : 

che equivale eviden temente a: 

nella quale da principio riflettiamo che -Jj- dev'essere mag- 
giore di -^i~> altrimenti le radici al ed a", non sarebbero state 
immaginarie; di più si vede che il minimo valore che può 
avere questo radicale è quando x + = 0, poiohò sa fosse 
negativo, essendo al quadrato sotto al radicale, darebbe 
quantità positiva, perciò farebbe accrescere il valore, del me- 
desimo. Dunque perchè il radicale sia un minimo, e neces- 
sario e sufficiente che sia a + -J^- == 0 , da dove s = ^- 

e questo valore riduce la precedente a: 

Prendendo nel senso dell'asse delle a positive, se 

è positivo, una quantità 0P = p-, e tirando la PH 

parallela all'asse delle y, determineremo il punto 4f ri' in- 
contro di questa col diametro ; prendendo da questo punto 



lungo PB tanto al disopra quanto al dirotto del punto M, 
due parti uguali a: 

TaV Sì F"' 

avremo due punti N ed N', che apparterranno alla curva e 
saranno quelli più vicini al diametro. 

Tanto nella discussione dell' Elisie quanto in quella del- 
l'iperbola, abbiamo distinti solo tre casi; cioè quando a; 1 ed x' 
sono reali e disuguali; quando z' ed x' sono reali ed uguali, 
e quando x' ed x" sono immaginarie. È chiaro che non vi 
sono altri casi a considerare, poiché l'equazione di secondo 

grado avendo per coefficienti 2 -|^- e quantità reali, ae 

ha radici immaginarie, queste sono tutte e due immaginarie 
coniugate, e perciò disuguali. 



§ 19.' 
Parabola. 

Abbiamo già detto che la curva parabola si ha quando 
S 1 — 4 A C= 0, ed allora l'equazione § 14.' (2) si riduce ad: 
y = az + b ± ^% [B D — 1AE) s~t- LP — AAF. 
Facendo per brevità: 

BD — 1AB = p t e Jfl — 4AF=i, 
essendo p e q quantità reali, perchè tali sono A, B, D, E, F, 

In questa sì vede che il radicale sparisce quando: 
%px ■+■ q = 0, ovvero: 2p x = — q, 

ossia; s = Jt— , da dove si ricava che prendendo sul- 

Ip 

l'asse delle a negative se — è negativo, una quantità 
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0 P = -^j [Fig. 27), e tirando da P la retta Pff, paral- 
lela all'ugge delle y, determineremo il punto M d'incontro di 
questa col diametro, il quale sarà un punto della curva, 

poiché per ascissa 0P= il radicale sparisce. 

Per qualunque valore della m > ~- il radicale sarà 

sempre reale e crescerà sempre in valore al crescere la s, e 
di piti avrà sempre il doppio valore per effetto del suo dop 
pio seguo; ciò prova che la curva esiste alla destra di PM 
avendo due rami, uno al disopra e l'altro al disotto del dia- 
metro, i quali si allontanano da esso quanto più al prolun- 
gano. Cosi pei valori della x < il radicale sarà im- 
maginario perciò non esisterà curva alla sinistra di P H. 

Qui ancora si proverebbe che una retta non può incentrare 
questa curva in più di due punti, porcià e necessario che la 
curva rivolga la sua concavità verso il diametro. Si potrebbe 
costrurre questa curva per punti, assegnando ad a; un valore 
p. es. uguale ad 0 Q,, e prendendo N K ed N K' uguali al 
valore che diventa il radicale per x = 0 Q. I punti K e K' 
apparterrebbero parimenti alla curva, e così se ne avrebbero 
altri. Procedendo in tal modo si vedrebbe che la curva ri- 
sulterebbe della forma come si vede nella figura 27. 

Per la Parabola possono presentarsi l seguenti casi; 

1,* Se jt e t sono quantità positive, allora si avrebbe la 
parabola nella posizione già descritta, ed in questo caso si 
potranno determinare i punti 0 e G\ ove la curva incontra 
l'asse delle y-, e ciò sì ha facendo nella espressione: 

± Vìfix+i. la m ~ 0, 

poiché per i punti sull'asse delle y, la x è zero, ed avremo: 




queste quantità rappresentano le lunghezze FG ed FG'; 
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2.' Se p è positivo e } à negativo , possiamo considerare 
la precedente espressione sotto la formai -~- }/ìpx — q. 

Facendo 2px — q = 0, ai ha 2pa = q, da dove a = 
questo risultata essendo positivo si prenda sull'asse delle X 
positive da 0 [Fig. 28] una quantità uguale a cosi si 

avrà un punto P dal quale conducendo P R parallela al- 
l' asse dello y, avremo il punto df ove la curva incontra il 
diametro. 

La curva in questo osso non incontra 1' asse delle y , ed 
avrà perciò la forma che si vede nella figura 28; 

3. ' Se p è positivo e q — 0, il radicale allora si riduce a 
± -^j- ^2pa, il quale diventa zero per s = 0. Ciò mo- 
stra che la curva all'ascissa zero ha un punto sul diametro, 
ovvero che essa passera per F, perciò avrà la forma che si 
vede nella [Fig. 29); 

4. " Se p è negativo e q è positivo, allora possiamo consi- 
derare il radicale sotto la forma ;£ ^j- [/ — 2p a -+- q , e 
siccome esso si riduce a zero per — 2^* + j = 0, avremo: 
2p e = q ohe ci dà s = T^p Ciò mostra che prendendo 
sull'asse delle a positive una parte OP (Fig. 30) uguale a 

e tirando da P una retta PjTparallela all'asse delle y. 
avremo il punto M ove la curva incontra il diametro; ma 
siccome al crescere positivamente la z il radicale sì rende 
immaginario, ed invece al crescere negativamente la x il 
radicale si rende sempre reale, diremo che non esiste curva 
alla destra di PH, ma esisto invece alla sua sinistra. Si avreb- 
bero i punti 0 e (?' ove la curva incontra il diametro facendo 
a = 0 nel radicale , il ohe dà; 
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5.° Se p è negativo e? è negativo, possiamo considerare 
il radicale sotto la forma: 



in esso facendo — 2pa — q = 0, si ha: 



Prendendo sull'asse delle a negative una parte OP = -^- 
[Fig. 31) e tirando da P una parallela all'asse delle y, 
avremo il punto M pel quale passa la curva. Essa atara alla 
sinistra di P H come si vede nella figura 31 per la stessa 
ragione del caso precedente. 

6." Se p è negativo e q = 0, il radicale sarà della forma: 



Esso sparisce per a = 0, perciò la curvo passerà per F [Fig. 32) 
e starà alla sinistra dell'esse delle y, perchè al crescere la s 
positivamente il radicale diventa immaginario, od invece al 
crescere negativamente la a diventa reale, perciò la curva 
avrà la posizione come si vede nella figura 32. 

Se p = 0 allora non esiste curva, perchè abbiam già visto 
che quando ancora BD — l'equazione non è più 

di secondo grado rispetto alle incognite. 

7* Se p = 0 e q è positivo, l'equazione viene a rappre- 
sentare due rette, poiché diventa di primo grado in x ed y, 



e siccome le tangenti trigonometriche degli angoli che queste 
rette fanno coir asse delle s positive sono le stesse, poiché il 
coefficiente della x ha un sol valore, ed avendo considerazione 
al doppio segno del radicale, diremo che queste due rette 
sono parallele ed equidistanti dal diametro. 




y = az + l> ± ~ \Tq, 



- SO — 



8/ Se p = 0 e q è negativo, l'equazione ai diri impossi- 
bile, poiché allora non esiste linea ohe possa esaere rappre- 
sentata da quella equazione , essendo il radicale sempre im- 
maginario. 

9.° Se p = 0 e q = 0, allora l'equazione diventa : 
ovvero la lìnea ai riduce ad una retta che è il diametro. 



Sia8j> + 4a;i/ — 5a' + 2i/ + j! + l= o una equa- 
zione da riconoscere se rappresenta un'ellisse, un'iperbola o 
una paratola: bisogna considerare che +8 fa le veci dì A, 
+ 4 di B, — 5 di C, 2 di D, 1 di E ed 1 di F, allora 
B*~tA C si riduce a 4» — 4X8 X — 5, che dà + 170 
quantità positiva, perciò la curva espressa da questa equa- 
zione é ud' iperbole. 

Sia S y 1 — 2 x y + 7 x 1 = 1 un' altra equazione di secondo 
grado a due incognite, siccome in essa mancano i termini 
con le coordinate alla prima potenza; per le cose dette ne 
segue che parabola la curva non può essere , c siccome 
in questo caso A — 5, B = — 2 e C = 7, si avrà per 
J> — 4 A C: (— 2)' — 4 X 5 X ? = - 136 quantità nega- 
tiva, il che esprime che la curva espressa da questa equa- 
zione è una ellisse. 

In ultimo sia Si/ 1 — 9i = (i l'equazione da analizzarsi; 
in essa si ha J = 3 ; S = 0; £7 = 0, perciò B ì — iAC si 
riduce a 0, cosicché la curva espressa da questa equazione 
sarà una parabola, 
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capo in. 



EQUAZIONE DELLA CIRCONFERENZA 

BIFBRITA AD ASSI OBBLIGO! . 



§ Ml- 



Siano le coordinate del centro i e t, cioè 0 P — a (Fìg- 33) 
e PM—b. Sia jV un punto qualunque della circonferenza 
clie abbia per coordinate x ed y, cioè QQ. = %, QJV=y. 
Sia il raggio M N —r e 0 l' angolo degli assi. Tirando MB 
parallela all'asse delle x, si ha: 

MN 1 = UÈ* + EN 1 — 2XH X SN eoa. MSN, 
da dove: 

r' =, [x — a) 1 + (y — S)« — 2 [« — a) [y — i) eoa. (1 80' — e] 
r* = [x~ a)' + {y — b)* + 2 [x - a) [y - b) co*, s. 
Questa 0 l'equazione della circonferenza riferita ad assi 
obbliqui in cui x ed y sono le coordinate correnti, « e He 
coordinate del centro, r il raggio a 0 l'angolo degli assi. 

Nel caso che (rli assi fossero ortogonali allora sarebbe o = 90°, 
perciò cos. 5 — 0 e la forinola ei riduce : 

r*=[x-<i)* + ry — 
di più se l' origine È al centro sarà a = 0 , b — 0 e la pre- 
cedente si riduce ad — w* -j- y 1 ; questa è la più usata 
delle equazioni della circonferenza, ed essa può aversi pure 
direttamente. 



— 6S — 

Infatti eia l'origine 0 [Fìg. 34] al centro ed OP = x, 
PM = y, avendo OAf ! = 0P Ì + P3f'', sarà *» = s* + y* 
equazione della circonferenza riferita al centro, e con assi 
ortogonali. 

Do ossa si ha: ,f = r* — 3?, 
da dove : y — r a _ i3, 

e questa dicesi data esplicitamente; perchè è sciolta rispetto 
all'ordinata. 



§ 21.- 

Equazione della Circo tireremo riferita ad aaal orto- 
gonali qnando l' origine delle coordinate è In un 
pnnlo della Circonferenza . essendo l'asse delle X 
secondo 11 diametro che possa per l'origine- 

Sia OP = x, PAf = y [Fig. 35) coordinate del punto M 
ed A M =r. 

Essendo : A M 1 = A P* + P M* 

ai avrà: H = (0 — r)« + y». 

Sviluppando ai ha: 

r» = a 1 — 2ra + r 1 + y 1 , 

rìducendo: 

y» = 2riK — £ a , da dove y = (/ — ; 
e questa è l' equazione domandata sotto forma esplicita. 
La stessa poteva ottenersi dalla generale: 
r. = - 8? + (Il - »)* + 2 (• - «) ET - ») oos. I, 
facendo e = 30° perchè gli assi sona ortogonali, ì = 0 es- 
sendo l'origine sull'asse delle * ed a — r, poiché l'ascissa 
del centro è il raggio; cosi da essa si ricava: 

r» = (* — rp ry"; 
questa equazione poteva ottenersi ancora in altro modo. In- 
fatti considerando ohe P M ordinata corrente è media pro- 
porzionale tra OP e P II segmenti del diametro, si avrà: 

QP-.PM ::PM: P li \ 
ovvero, x : y :; y : Ir — x, da dove: y* = 2fa — a*. 
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§ 22. 




Sia MN (Fig. 3(5) una corda della circonferenza, la quale 
è data per l'equazione x*-\- t/ s = r 5 , poiché si suppone l'ori- 
gine delle coordinate nel eenlro. Se la eorda M N rota In- 
torno ol punto M io modo che il punto A' si avvicini ad M, 
quando .Wsi confonderà con M la corda diventerà tangente. 

Chiamando con x' ed y' le coordinate del punto M e con 
x" ed y" quelle del punto N, questi punti essendo sulla cir- 
conferenza avranno le loro coordinate ohe soddiaferanuo al- 
l'equazione della stessa, perciò si avrà: 

** + s« + y'" = f* : 

sottraendo in ordine: 

afl — a vi + y* — y' 1 = 0 , 
ovvero : , 

p ~ x") (x- +- x') + [y' - y') (y + V) = 0; 

da cui: 

(y' — y') \y + v*) = — W — (£' + «') . 

a- — x' y' -+- y" 1 ' 

Posto ciù l'equazione della retta che passa per due punti 
essendo: y — y' — - y , - ^ - ^„ ■ {% — x'), 

nella quale si ricordi che la frazione detta coefficiente an- 
golare è la differenza delle ordinate divisa per la differenza 
delle ascisse, e rappresenta la tangente trigonometrica del- 
l'angolo, che la retta fa coir asse delle x positive. Ora se in- 
vece di questo coefficiente angolare si sostituisce il secondo 
membro della (1J si viene ad esprimere la condizione che I 
due punti M ed JV sono sopra la circonferenza, e si avrà: 

'-f — "T^f *-•)• 

questa sarà l'equazione della secante. 



Se i due punti M ed N comhnciano, la retta diventa tan- 
gente, ed essendo in questo caso x' = x" ed y' — y" l'equa- 
zione si riduce a: 

y _ f = - _ [ X — x') 
che è quella della tangente: si noti che il coefficiente ango- 
lare diventa r . 

Dalla precedente togliendo i denominatori e sviluppandola, 
al ha: ytf -+- ji' s = — xx' ■+■ x**, 

ovvero: y y' 4- s x' = g* 4- a:'»; 

ma: =rt 
Dunque y y' + a? e' = r 1 

è l'equazione della tangente alla circonferenza, messa sotto 
la forma più semplice, in essa te ed y sono la ooordinate 
correnti della tangente, %' ed y' sono quelle del punto di 
contatto ed r è il raggio. 

Corollario : — Si noti che il coefficiente angolare della 
equazione della retta, che passa per due punti, essendo ^, 

diventa -jp quando si fa y' — y", ed e' = e ciò succede 
perchè per un punto passano un' infinita di rette ; questo 
coefficiente angolare non diventa più ~- quando nel secondo 
membro della relazione (1) si fa x' = a" ed y' = y' , ma 

invece diventa ^- e ciò succede perchè dato un punto 

sulla circonferenza per esso non passa che una scia tangente 
determinata di posizione; cosicché avendo espresso colla (1) 
che questo punto é sulla circonferenza, il risultato non deve 
esaere indeterminato. 

Dicesi non/Mie d'una curva la perpendicolare alla tan- 
gente nei punto di contatto. 

Essendo l'equazione della tangente: 

V — 9' = — y 
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in cui — è il coefficiente angolare, sapendo che per due 

rette perpendicolari il coefficiente angolare dell'una è uguale 
a meno l'unità divisa pel coefficiente angolare dell' altra , ai 
avrà per l'equazione della normale: 

y — y - = — ~ [ X — af); 

~y 

ovvero: y — y' = (s — tf); 

questa è l'equazione della normale alla circonferenza. Cosi 
togliendo i denominatori, al ha: 

yx' — y'x' = y'x — y'x', 
cioè: yx'=y'x, da dove: y = x\ 

questa è l' equazione d' una retta eie passa per l' origine : 
dunque la normale alla circonferenza passa pel centro. 

I 23. 

Problema. 

Da un punto dato di coordinate e" e y" condurre una tan- 
gente ad una circonferenza di equazione -+- y* = n, e de- 
terminare le coordinate del punto di contatto. 

Siano x' ed y' le coordinate del punto di contatto. Dovendo 
la circonferenza passare per questo punto si avrà l'equazione : 

z* + y * = ^ (1), 

ed essendo l'equazione della tangente y y' + n' = do- 
vendo essa passare pel punto di coordinate x" ed y % si avrà 

ancora: f ? *■ f = r» (2), 

cosi si hanno due equazioni tra x' ed y' le quali sciolte deter- 
minerebbero e' ed y' cioè le coordinate del punto di contatto. 

Corollario : — Essendo st ì -\-y ì = r s l'equazione d'una 
circonferenza ed y — a x ■+■ b quella di una retta, facendole 
coesistere e sciogliendole rispetto ad x ed y, si avrebbero le 
coordinate dei punti della loro intersezione. 
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CAPO lì. 



TRASFORMAZIONE DELLE COORDINATE 



§ 24.° 



Se un punto o una linea è riferita a dne assi come Ox 
ed Oy [Mg. 37), ed invece questo punto o linea, si Tuoi 
riferire a due altri assi come in' ed Ai/ dati di posizione ri- 
spetto ai primi, bisogna avere le coordinate x ed y, espresse 
in funzione di x' ed y\ 

Sia la nuova origine fissata di posizione dalle sue coordi- 
nate rispetto agli assi Ox ed Oy, cioè sia Off — o ed 
AE~i, troveremo per primo coso le forinole per passare 
da assi ad assi paralleli. 

Facendo : 

OP = x, PM = y, ANt= a\ MN = y' 
essendo: OP = Off -+- A N, M P = AJZ-t- MN, 

si ha: a — a ■+- a', y = b -h y' (1). 

Queste sono le formole per passare da assi ad assi paralleli: 
esse restano le stesse, quantunque gli assi fossero orto- 
gonali. 

Quando una equazione rappresenta una linea riferita agli 
assi corno Ox ed Oy, se per x ed y ai mettono i valori testò 



trovati, questa linea sarà riferita allora agli assi Axf ed Ay": 
cosi In generale per la trasformazione delle coordinate bisogna 
avere le antiche coordinate espresso in funzione delle nuove. 



§ 86 * 

Poi-mole generali per la traaform azione delle coor- 
dinale cambiando la direzione degli assi e la loro 

Sinno Ox ed Oy {Fìg. 38) due assi che facciano l'an- 
golo 6; siano le coordinate della nuova origine nel, cioè: 
OP = a, J.P = à; e siano A x' ed A y' i nuovi assi , i 
quBli facciano con A 0 parallela all' asse delle x gli angoli « 
ed a', ed AI un punto che abbia per antiche coordinate: 

OQ = x, QM = y, 
e per nuove : AR = af, RM — y'. Trattasi di avere x ed y 
espresse per mezzo à.'x' ed y'. 

Dal punto A si conducano A F ed RN parallele all' asse 
delle y ed RE parallela all'asse delle & 

Essendo : 

OQ = 0P + AN+REed M Q = AP + RN-h ME, 
si avrà: 

x = a-hAN + RK; y = &-hRN-f- ME. 
Per avere AN, RK, RN, ME, può farsi come segue. 
Nel triangolo ANR, si ha: 

A R ; A N : : sen. A NR : sen. A R N 
AR-.RN:: sen. A NR : sen. R A N, 
cioè : x' : AN sen. & : sen. (» — a) 

x' : RN sen. 0 : sen a, 

da dove: 

ls _ ,■«..!.-.] JJ|r _ 

sen. e sen. » 

analogamente nel triangola RME, si ha: 

R M : R E :: sen. R EM -, sen. £ ME 
R M : ME : : sen. REM: sen. Jf .S 



ovvero: y' : RK\: sen. 9 : sen. (fl — o') 

■ y' : ME : : sen. o : sen. a' , 

da dove : 

Sostituendo questi valori in quelli i' x ed y, 
■x' sen. (s — ")+!/' sen. [a ~ a r ) ^ 



x 1 sen. a ■+- s' E 



.(4). 



queste sono le forinole per passare da assi qualnnqne ad 
assi qualunque. 

Corollahio 1." — Supponiamo che la nuova origine sia 
la stessii che l' antica , si avrò a = 0 , b = 0 ; le formolo si 
ridurranno : 

x _^ <£ sen. [a — a) -+■ t/ 1 sen. (n — g) \ 

Ee °' 6 , , ! (3). 

^ x' sen. o -+- y sen. « I 1 

2. ° — So gli antichi assi fossero ortogonali sarebhe o •= 90", 
e si avrebbe sen. t> = 1 , perciò : 

x = af cos. « + a' cos. o 
y = x' sen. a -+- y' sen. a 

3. ' — Se i nuovi assi fossero pure ortogonali, allora sa- 
rebbe a' = 90" -+- « , da dove : 

sostituendo questi valori nelle formole (4), si ha: 

* = *<cos.a-y'een. «j 

y sa a:' sen. a + j'cos.aj 1 " 

queste servono per passare da assi rettangolari ad assi ret- 
tangolari conservando la slessa origine. 

4. ° Nel caso che gli antichi assi sono obbliqui, ma i nuovi 
ortogonali allora 6 resta qualunque ed j' = 90' -f- et; cosi 
le forinole (2) si ridurranno: 

g sen. jj — gj + a ' sen. fj - 90° - a) 
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I- ,j «a. (al)- + a) 



s 1 sen. fa — a) + V aen- — (PO' — o + aj 



perciò : 

sf sen. (9 — a) — y sen. (90 — {e — al) 
* = •■* ieTì 

, = 8+ , 

ed in ultimo: 



t . (0 — c) — y' COB. (8 — a) \ 



■[«). 



e queste sono le formule ohe servono per passare da a 
qualunque ad assi ortogonali. 

In generale se l' origine delle coordinate resta la Btes: 
bisogna nelle formule fare a = 0 e b = 0. 
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C4P0 V. 



APPLICAZIONE DELLA TRASFORMAZIONE 

DELLE COORDINATE. 



g 26.* 



Per mezzo della trasformazione delle coordinate ai rende 
V equazione generale : 

Ay* + Bxy + Cz ÌJ r Dy Bx + F = ti . .. (1) 
ohe rappresenta ellisse, iperbola o parabola di forma più 
semplice: così facendo; 

a = a ■+■ a>\ y =■ b + y' 
si passerà da assi ad assi paralleli e l' equazione vien cam- 
biata in : 

A[b + y)* + B{a + x'l (S + !,')-(-(7[3-(-s') s + 5(J + jO 
+ J(a + a')-f-y=0 

che sviluppata da : 

Ab*-f-2Ady'-i-Ay' + Bab + Bay+Bbs' + Bj: , g'+Ca* 

-1-2 Cax' + Cx't + Db + Dy' + E a + Ex' ■+■ F = 0 
ed ordinandola : 

Ay" + Bx'y'-\- CV» + \ÌAb+Ba-i-D)y' + ^0^0(1 + E)a- 

-i-Ab*-hBaè+Ct&-\- Db + Ea+F=Q, 
in questa a cagiono della iwleterm in azione di a e b coordi- 
nate della nuova origine, potendo questa essere in un punto 
qualunque, possiamo stabilire due equazioni dallo quali de- 
durremo poi a e ì , aieno esse 2 + fi« + J = 0, 



Bb-\-ZCa-i-E = 0, chiamando allora con S i termini 
coti della precedente equazione essa si riduce: 

A y* + B af y- + Ca" + S= 0 . , . . (2) , 
e questa è dì forma più semplice della (1). 

Posto ciò per riconoscere le coordinate della nuova origine 
bisogna sciogliere le due stabilite equazioni di primo grado 
in a e b rispetto a queste lettere, il che si fa col noto me- 
todo di somma e sottrazione come segue : 



%Ab -+-Ba-\-D = 0 
SS + ÌCft+I^0' 
2A Bb-{-I)*a + EJ> = u 
ÌAB t>-\-4A Ca-\-1AE = Q 
[B^iTC] 1 — 1AE — B D 
. , 2AE—BD 
da dove: a = W=iAG 



Bh + % ga-j-ff = 0 
4ACb + 'ÌBCa + 2DC = 0 

B*b -+■ 2BCa.-j~BE — 0 
(5' — 4/IC) b=2DC— BE 
2DC-BE 
dB dove: 8= B *_ iAC 



Analizzando ì risultati di a e * si vede che per la para- 
bola essendo B* — 4.4 C = 0 essi restano infiniti , il che 
mostra che solamente l' ellisse e l' iperbole possono essere 
espresse da equazione senza i termini con le coordinate alia 
prima potenza. 

SÌ noti che i numeratori dei valori di a e b non possono 
essere zero contemporaneamente ai denominatori, sapendo che 
so uno di esBi è zero l'altro lo à pure, altrimenti l'equa- 
zione non sarebbe più quella di una curva. 

Potendo alle coordinate dare nome qualunque, cambi e remo 
nella (2) che è l'ultima equazione avuta s' ed y'Jnsedy; 
cosi l'ellisse e l' iperbola passando da assi ad assi paralleli, 
determinando convenientemente le coordinate della nuova ori- 
gine, possono essere espresse da una equazione della forma: 
Cii + J = 0. 

Separando per tanto l'ellisse e l' iperbola dalla parabola, 
vedremo come si possa ancora di pifi semplicizzare l'equazione 
di queste curve. 

Incominciando a trattare dell'ellisse e dell' iperbola si fa 
notare che i primi assi potevano avere qualunque inclina- 



zione, sarà dato perciò- supporli rettangolari, così i paralleli 
a questi saranno pure essi rettangolari. Ora passando da assi 
ad assi rettangolari tenendo la stessa orìgine, la qual cosa 
si fa sostituendo nella (2) per * ed y 1 valori dati dalle for- 
inole (5) § 25 ohe sono: 

z — ai cos.s — y'sen.a. 

y = »' sen.a + j 1 eoa. a 
si ha l'equazione Ay 1 + Bay -t- Cx 1 ■+■ E= 0 ridotta alla 

it[a'serj.«-f-y' cos.i) 5 +S(a: , cos.K — y 1 ssd.i) [s'sen.«H-i/'coB.«) 

+ 0 (ss' oos. « - i(' sen. «)» + E = 0 
ohe sviluppata, dà: 

A sen. 1 «i"+2iBen.a; oos. j«'}' + ì oos. 1 « y a 
-+- 5 sen. a oos. « a'* 
+ B oos. s v x' y' ~ B sen. 1 a x - >j — B sen. a oos. e y 1 
+ C COS.* a ut* — 2 C sen. a cos. a al i/' 
-t- Csen. 1 « y' a -+- J= 0 

ed ordinandola: 

cos. 1 a — B sen. ? cos. a -f- C sen.* a] 
-r-(2Jsen.3c06.a-f.ficos. s a — fisen.'a — 2Csen. acos. «)«y 

-+- (J sen. 2 a + 5 sen. a cos. a+C cos. 1 a) a' 1 ■+■ JI = 0 
iu questa a cagione della indeterminazione di x possiamo 
stabilire un'equazione di condizione, e sia: 
2 A sen. a cos. « + fi cos. 3 a — Bsen.'a — 2 Csen. a oos. a = 0 
chiamando allora con M il coefficiente di y' 1 e con N il 
ooeiHuiente di a' 1 si ridurrà l'equazione di queste curve ad: 

Da dove si ricava che l'ellisse e V iperbola possono essere 
espresse da equazioni a tre termini , duo coi quadrati delle 
coordinate, e l'altro termine noto. 

Avendo stabilito l'equazione: 
2 A sen. a oos. a -+■ fi cos. 1 a — B sen.* a — 2 Csen. « cos. « = 0 
Si avrà: 

{A — C) 2 sen. * cos. a -+- B (oos.' a — sen." a) = 0 
Sapendo che 2 cos. a sen. « — sen. ìj, e ohe 
cos. 1 a — sen.* a = cos. 2 B , 
si avrà: [A — q sen. 2 « -f- fi cos. 2 * = 0, 
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cioè: {A — C) sen. 2 « = — fi eoa. 2«, 

sen. 2 » B 

Da dova tang. 2 ■ = a — C ' Aa qne9to BÌ ha 2 * e 

per essa = , cioè l'angolo ohe il nuovo asse delle x' deve 
fare con l'antica x, perchè l'equazione perda il termine col 
prodotto delle coordinate che dicesi termine del rettangolo. 

Corollario : — Passando adunque da assi ad assi paral- 
leli ; determinando le coordinate della nuova origine , come 
precedentemente . indi passando da assi rettangolari ad ossi 
rettangolari determinando « come sopra, l'ellisse e l'iperbola 
possono essere espresse da una equazione a tre termini, due 
coi quadrati delle coordinate e l'altro termine noto. 

Chiamando per semplicità le coordinate non con i 1 ed y' 
ma ancora con a ed y, ed il termine noto b1 secondo membro 
con A" il iremo che l'ellisse e l'iperbola, potranno essere 
espresse da un'equazione della forma My* -4- No? = X....(3). 

Ora considerando che per l'ellisse si deve avere: 
5* — iAC < 0 
e per l'iperbola B* — 4AO Oe che nel nostro caso non 
essendoci il termine col rettangolo sarà B — 0, come essendo 
il od N i coefficienti della f e della ** sarà A = il, C = JV, 
si avrà, per l'ellisse — 4 UN < 0 e per l'iperbola: 
— 4ifiV> 0. 

Per essere — 4 M N < 0 è necessario che M ed N sieno dello 
stesso segno, e per essere — 4 il N > 0 bisogna ohe IH ed N 
sieno di segno contrario, perciò si potrà concludere che l'e- 
quazione Hfyi-i- iV = K rappresenta un'ellisse quando M 
ed N, sono dello stesso segno ed un'iperbola quando M ed N 
sono di segno contrario. 
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CAPO VI. 



EQUAZIONE DELL'ELLISSE. 



§ 27.' 



Ripigliando l'equazione M y* •+■ Ntc* = K, e dividendo un 
membro e l'altro di essa per Af, ai ha: 




sapendo ohe quando questa equazione rappresenta un' ellisse 
M ed N debbono essere dello stesso seguo, si avrà in questo 
caso per la frazione una quantità positiva che si potrà 
perciò esprìmere con ra s quantità essenzialmente positiva per 
qualunque valore reale si concepisca dato ad m, avremo 
perciò per 1' ellisse: 

y* + »'i , = -~. 

Ora in questa il primo membro è la somma di due quadrati, 
cosi il secondo membro varrà una quantità essoQzial mente 
positiva che si potrà ancora esprimere con i* , e si avrà 

Siano O.t ed Oy [Fig. 39) gli assi ortogonali ai quali è 
riferito il hioyn {ji'erM'lnuo fipresso dall'equazione: 
]/* + »' «* = 8» , 
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facendo In questa x = 0, si ha y 1 = J* ; da dove y = ± i. 
Ciò mostra che questo luogo geometrico ha due punti oia- 
scune con ascissa zero ed ordinata: ± 5, ma siccome i punti 
con ascissa zero song sull'asse dello y, cosi prendendo: 

OB=OB , = ò 
il luogo geometrico passera per i punti B e B'. 
Facendo indi y = 0, si ha m s a 5 = 5», perciò: 

** .. . _^ * 

s = . da dove # = ± — ; 
ciò mostra che i punti con ordinata zero , ciofi quelli 
sull'asse delle a, hanno per ascissa + — * — ~\ cosi 
prendendo OA = OA' — — : il luogo geometrico passerài 
ancora per i punti A ed A'. Dovendo tal luogo geometrico 
passare per i quattro punti B, B', A, A': e dovendo per la 
solita ragione rivolgere la concavità in uno stesso verso, avrà 
la forma come si vede nella figura 39. 

L'equazione dell'ellisse si riduce ancora ad una forma più 
simmetrica facendo ~ = a, da dove l =ma, m= ~, a 

sostituendo questo valore nell'equazione dell'ellisse già tro- 
vata cioè y* + w 1 a 1 = b 1 , ci da: 

g 1 -t = l*. 

Levando il denominatore, si riduce ad: 

fl i s i4_ji s s = ( [Sji p), 

Questa è l'equazione dell'ellisse nella forma più comune e 
dicesi riferita al suo centro ed ai suoi assi. Le quantità a 
e S che rappresentano sulla figura OA, OA; OS, OB', di- 
cceli i semi-assi dell'ellisse, cosi A A', B B' , rappresentano 
2s, %b, e dicousi gli assi dell'ellisse. Il punto 0 dicesi il 
centro e i quattro punti A, A\ B, B' diconsi vertici; e gene- 
ralmente si dispone la curva in modo che l'asse maggiore 
stia sull'asse delle s. L'equazione (1) dicesi quella dell'ellisse 
riferita al suo centro ed ai suoi assi, data implicitamente. 
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Corollario I.' — . Per qualunque punto, dell'ellisse sì avA 
(fly* -+- i* i* — a'i 1 =; 0. Per qualunque punto fuori del- 
l' ellisse essendo le coordinate di questo maggiori di quelle 
dei diversi punti di questa curva si avrà,: 

a»y»+ }*a:* — a a i s > 0, 
cosi per qualunque punto dentro dell'ellisse si avrà: 
a*j»-l- S» a? — a *i> < o. 
ConOLLAWO 2." — Alcune volte l' equazione (1] si scrive 
sotto altra forma dividendola tutta per a 1 J*. il ohe dà: 




Corollario 3.° — Dall'equazione (1] si ha: 

ovvero: o'y* = ì' (a* — da dove — -^j- (a* — 3 a ) 
ed estraendo la radice, si ha: 



Questa è parimenti l'equazione dell'ellisse, sciolta però rispetto 
all'ordinata, essa dicesi, equazione dell'ellisse riferita al suo 
centro ed ai suoi assi data esplicitamente. 



Equazione dell' ellisse quando I' origino delle coor- 
dinate e In nno del vertici del acmi-asse maggiore, 
eisendo II grand' Mac aopra l'aaae delle x. 

In questo caso l'ordinata MP (Fig. 40) chiamato y resta 
la slessa del caso precedente, ma l'ascissa OP è uguale ad 
A' P — A'O, cioè ad a — « se con x si chiama l'ascissa 
ancora quando l'origine è in A\ basta cambiare perciò nel- 



la <t in s — a per ottenere l'equazione domandata, cosisi ha: 




§ 88.' 
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che sviluppata, ilò: 

y = -J- l'a» — «* + S«-tf, 

ovvero : y = -j- ^2as — «* 

e questa è l'equazione che si cercava. 

Cokollauio: — Facendo nelle tre equazioni dell' ellisse 
teste trovate, cioè: 

+ a» = **»*, y = -|- 
y = -t-Vlax — x\ a = i = r, 

e riducendo, si ha: . 

y* ~[- & = r* y= Vr* — x* y = Vira — x* 
che sono le equazioni della circonferenza. Da dove ai può 
concludere che la circonferenza è un caso particolare del- 
l' ellisse, cioè è un'ellisse con l semi-assi uguali. 

. § 29.* 

Proprietà dell' EHI a ic dcdntte dall' Equazione 
e modo di descriverla per punii. 



L'equazione dell'ellisse data esplicitamente riferita al suo 
centro ed ai suoi assi è: 




la quale può scriversi: 

y = ~ V[* -»)(« + *]. 
Chiamando OP = z, PM=y [Fig. 41) sarà: 
AP = OA~ QP = a~ -x A'P= OA 1 +OP = a + a, 
cosi la precedente equiiniunu elevandola a quadrato ei dà: 
VP* = -Z- A P X A'P, 
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e per un altro punto W, parimenti si avrà : 

Dividendo ìq ordine questi valori di STP* ed M' >*, ai ha: 
MP* _ APy^A'P 
Wp' ~ A P X^'-P" 
la quale ci mostra ohe i quadrati delle ordinate nelT ellisse 
stanno tra di laro come i rettangoli fatti dai segmentL del 
grandmasse, nei quali resta diviso da ciascuna ordinata. 

L'equazione dell'ellisse è stata y i = — 2 -(a s — a^J.Se sopra 
il grand' asse 2 ri si descrive una circonferenza chiamando 
MP \Fig. 42) ordinata qualunque della circonferenza con Y, 
ed OP con a, ascissa tanto della circonferenza quanto del- 
l'ellisse, l'equazione della circonferenza A CA' sarà: 

dalla quale J 1 = a 1 — e*, che divisa in ordine con: 

»" = -sr [«*-"') 

che è l'equazione dell'ellisse, dà: 




dalla quale estraendo la radice quadrata, si ha = — , 
ovvero NP : MP ::Ò: a, da dove si deduce che l'ordinata 
dell'ellisse sta all'ordinata per una stessa ascissa della circon- 
ferenza come il semi-asse minoro, sta al semi-asse maggiore. 

Viceversa se l'ordinata della circonferenza descritta con 
diametro 1 a, sta all'ordinata di una linea per una stessa 
ascissa, come £ sta ad a, questa linea c una ellisse di semi- 
assi sei. 

Infatti mettendo nell'uguaglianza-^- = — , per T Usuo 
valore, cioè V <t> — si ha y = ~ \ u> — x> ohe è P e- 
quazione dell'ellisse, il che mostra che y è un'ordinata del- 



l'ellisse di semi-assi a, e S , cioè il luogo geometrico dei punti 
ohe soddisfa alla condizione enunciata, è un'ellisse. 

Dalla precedente proprietà si deduce la descrizione per 
punti dell' ellisse. Infatti si faccia una circonferenza sulla retta 
ohe vuoisi che sia il grand' asse, ed un'altra sulla lìnea che 
vuoisi che sia l'asse minore. Si tirino diversi raggi, e dal- 
l'estremità di essi le ordinate MP, NQ, eoo. {Fig. 43). 

Dai punti E, K, ecc., ai tirino KF, HL, eco., parallele 
ad AA', ì punti F ed L d'incontro di queste con lo rispet- 
tive ordinate, apparterranno all'ellisse di semi-assi a e i. 

Infatti essendo KF parallela ad OQ, si ha: 

F Q: NQ .: K 0 : ON, cioè: FQ; Y-.-. i : a, 
il che mostra che la F Q sta all'ordinata della circonferenza 
come il semi-asse minore sta al maggiore ; e perciò F Q è 
ordinata dell'ellisse, ed F è un punto di essa. 

In qnesto modo s! possono avere moltissimi punti dell' el- 
lisse, i quali unendoli con linea elio passa per essi con tratto 
di mano libera, si otterrà l' ellisse, 

§ 30/ 

Del Focili. 

Dioesi foco d'un ellisse o d'una linea qualunque, quel punto 
che congiunto con un punto qualunque della curva, dà per 
distanza fra essi una funzione razionale dell' ascissa a. Sia 0 
qnesto foco [Fig. 44), Af un punto qualunque della curva; 
e J la distanza dei punti 8 ed M, cioè Gif = i, e siano x! 
ed y' le coordinate del punto Q. Le coordinate del punto M 
appartenendo all'ellisse saranno espresse da x ed y, e si avrà: 

3* = + to-v)' 

sviluppando: i J = x* — ì xx' + afl ■+■ y* — 2 yy' y' 5 so- 
stituendo in questa per y il suo valore dell'equazione del- 
l'ellisse, sì ha: 

t*^x*— Ux'+x'*+^[a i —x*) — 2j,'A(/ 8 *_a*+y'». 
Dovendo essere questa espressione razionale rispetto ad a per 
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la definizione, è necessaria ohe uno dei fattori del termine 
col radicale eia zero; ora se Tosse zero 11 radicale, lo sarebbe 
per x = a ma non per qualunque valore della x, dunque 
il termine sarà zero perchè t/' = 0: da dove ne consegue che 
se esiste foco esso si trova sali' asse delle x. 
Essendo y' = 0, la precedente si riduce: 

5* = a» - 2 s x- ■+- a' 1 + [a 1 - x 1 ), 
sviluppando : 

3* = a 1 — 2 xx l + 

raccogliendo i termini con a a r 

d* = (l ^ r )x i — 2xx , ~hx* + i*, . 

eciducendo si ba: 

t* = a> ~ 6ì x* -2xx- + X* ■+■ 5". 

Dovendo la 3 esser razionale rispetto ad x, dividendo il se- 
a % i> 

condo membro pel coefflciento della s s che i • — —j quan- 
tità indipendente dalla x. il risultato dovrà pure essere ra- 
zionale in x, esso con ciò diventa: 




a 1 a s 



Ora siccome il primo termine è un quadrato perfetto, tutto 
il trinomio sarà quadrato perfetto se la metà dei coefficiente 
del secondo termine al quadrato è usciale al terzo termine, 
cioè se: 

Questa è la condizione perchè & sia razionale rispetto ad x. 
Sviluppando la precedente, si ha: ■ 
x* af* ■+■ S» 
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0TVero: aHO* — a» — (* " 

Togliendo un a' in nn membro e V altro e un a' — S 1 
divisore In un membro e l'altro, si ha: 

TÉSr =" + ». 
levando il denominatore: 

a» z' 1 = a 5 — W x ,J -4- a' 6 1 — S' , 

ri ducendo: 

0 = — B»«*-f-^*».— ovvero i'a'i = a*i» — 
dividendo per un membro e l'altro, si ha = a s — i', 



e siccome si & trovato y' = 0 , diremo che l' ellisse ha due 
fochi sull'asse delle x distanti dall'origine per: „ 

+ V o> — &i, — V u> — i* , 
cioè distanti per un cateto di un triangolo rettangolo d'ipo- 
tenusa a ed altro cateto i. 



Dal vertice B {Fig. 45) del semi-asse minore come centro, 
con uq raggio uguale ad a, bì descriva un arco F F' , i 
punti F ed F' hanno per ordinata aero e per ascissa : 

U primo + V m — f , e l'altro — ^ «i-ti, 
perciò essi sono i fochi. 

La distanza dei fochi, cioè F F\ dicesi eccentricità. 

1 fochi sono sempre sul grand' asse e la distanza d'un foco 
ad un punto qualunque della curva dicesi raggio vettore. 

Co rolla aio: — Dal valore dell' eccentricità; facilmente si 
deduce che quanto più sono uguali gli assi, tanto più l'ec- 
centricita decresce, e che l'eccentricità della ciroonferenE» • 
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§ 32." 
Teorema. 

La somma dei raggi vettori nell'ellisse é uguale al grande 

Infatti chiamando Cns — &T= OF[Fìg. 46) con c, si ha 

sf> = a a — S 1 = e' , da dove : x'* -+- i s = a*, 
ma avendo trovato nel paragrafo precedente: 

S*= ~ ~^ lì a 3 — 2fc3'-r-g" + & a , 



sostituendo in essa i .precedenti valori, si ha: 




da dove : 3 = Sf F = a — , 

si avrà MF', che chiameremo i\ cangiando e in — e nella 

precedente, il che dà : 

3<-MF' = a-i~2£; 

sommando i valori di £ e 3 1 , si ha: 

3 + i' = UF+MF' ~%a 
che è quanto si voleva provare. 

§ 33." 

Problema. 

Determinare Y equaziono di quella linea che gode della 
proprietà d' avere la somma delle distanze di un suo punto 
qualunque M da due punti fiaai F ed f uguale ad una 
quantità costante, per es. 2 a. 

Sia M, figura 46, un punto di questo luogo geometrico. 
Chiamando : 

OF=OF' = e, OP = x> PM=y, MF=a — », 
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sarà: MP< = a + *. 

dovendo la somma di M F e i M F' dare in; 
ma essendo: FP = x — c F' P = x ■+■ c; 

MF % = WP 1 ■+ -~FP\ 
MF* = JfP* -+■ ~F T ~P ; 
sostituendo: |o — f) 5 = ij> -+■ {x — e) 1 , 
(a + *)* = s , + (s + c>; 

sviluppando : 

a» — 2 a s -l- 2 1 = !/* + a 5 — 2ci + ci, 
a>4-2a*-ht 1 = y»-(-a3-r-2eE + i; a ; 

e sottraendo in ordine, si ha: 

— 4a* = — 4eai, da dove: az = ex e t = -, 

sostituendo questo valore di z nell'equazione: 

(a -*)> = #» + (« -e)*, 
si avrà la relazione tra a ed y, e perciò l'equazione della 
linea, cosisi ha: (a ~)* = S s + (ìe — e)*, che sviluppando: 

s^-r-a;» — + 




dalla quale si ha infine togliendo il denominatore: 

che è l'equazione dell'ellisse. 

Coeollasio: — Dunque nell'ellisse la somma dei ruggì 
vettori è ugnale al grande asse, e viceversa una curva che 
ha la somma del raggi vettori uguale ad una quantità co- 
stante, è un'ellisse, nella quale questa quantità costante è 



Digitized by Google 



Teorema. 



In qualunque ellisse congiungendo i fochi con un punto 
qualunque N {Fig. 47} intema alla atessa, la somma di queste 
rette è minore del grand' asse. 

Infatti tirando le rette NF ed NF', prolungando NF' 
fino in M e tirando MF, si ha dal triangolo NMF che 
NF < NM + MF, nella quale aggiungendo io un mem- 
bro e l'altro NF', si ha: 

NF' ■+■ NF < N F' + NM + MF, 
ma il secondo membro vale la, dunque: 

NF' + NF < 2a 
che è quanto sì voleva dimostrare. 

§ 35.' 

Congiungendo uu punto jV' fuori dell' ellisse coi fochi la 
sommo di questo rette è maggiore del grand' asse. 

Infatti tirando le rette N' F ed N' F' , congiungendo M 
con F per mezzo della retta MF, ai ha dal triangolo N MF 
che MN? + N F> MF, 

nella quale aggiungendo in un membro e l'altro MF', si 
ha : MN' 4- MF' N F > MF 1 + MF, 

ma il secondo membro vale 'la, dunque: 
N'F'-hN'F > %a 
che è quanto si voleva dimostrare. 

Cobol labio : ~ I soli punti del perimetro dell'ellisse go- 
dono della proprietà d'avere la somma dei raggi vettori 
uguale al grand' asse, , e reciprocamente il luogo geome- 
trico dei punti sottomessi a questa coudizione, formano una 
ellisse. 
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Descrizione dell'Ellisse per molo continuo. 



Fissando le estremità di una cord ina flessibile ed inesten- 
sibile in due punti dati F ed F , figura 46, facendola di- 
stendere con una matita M, e percorrendo con questa in 
tntti i sensi possibili, si descriverà un'ellisse che ha per 
grand' asse la lunghezza della cordìua, e per fochi i punti 
dati P ed F\ e ciò resta giustificato da quel che precede. 

àltbo metodo pes nfisoarvBBE l'ellisse 

Si fissi un regolo nei punti N ed E (Fig. 48) di lun- 
ghezza MN = a, essendo E = i, supponendo i < a. 
Mettendo in M una matita e facendo scorrere il punto E 
sopra A A, il punto N sopra 8 B' la matita 21 descriverà 
la metà dell'ellisse. 

Infatti quando E è in 0 il punto M combacia con B, 
quando il punto N è in 0 il punto M combacia con A. 
Quando il regolo è in una posizione intermedia, come si 
vede nella figura, il punto M appartiene all'ellisse, poiché 
facendo : 

0P = x, PM = y, ai ha N Q : JT M : : BP : SM, 
cioè : x : a ■■ : EP : 6, da dove EP = ; 
ma: EAp = MP , -i- EP*, 

nella quale sostituendo per le linee i loro valori, si ha: 




togliendo il denominatore, si riduce infine ad: 

ma questa è l'equazione dell'ellisse, dunque il punto M ha 
le sue coordinate che soddisfano all'equazione dell'ellisse di 
semi-assi a e è, perciò appartiene al perimetro di questo curva. 



ALTRO MEZZO PER DESCRIVERE L*E: 



Sia EK (Fig. 49) un regolo di lunghezza tf-f-S, cioè 
EM = à, MK = a, e nel punto M vi sia una matita. 

Bi faccia strisciare questo regolo in modo che il punto K 
cammini sulla B B' ed il punto E Bulla A A': quando il 
punto E Tiene in 0, la M combacerà con B, e quando 11 
pnnto E viene in 0 il punto M combacerà con A. Per una 
posizione intermedia del regolo, come si vede nella figura, il 
punto M apparterrà al perimetro dell'ellisse. 

Infatti facendo OP = x, PM=y, si ha: 
ME: MP:: KM: KG, 
ovvero : 6 : y : : a : K G, da dove KQ = , 
ma: MK* = ÌU/ 1 + M G* • 

si avrà: a» = -^J2- + a 1 , 

dalla quale togliendo il denominatore, si ha: 

che è l'equazione dell'ellisse, dunque le coordinate del punto 
M soddisfano all'equazione dell'ellisse ohe ha per semi-assi 
a e 5, perniò esso pnnto appartiene al perimetro di questa 

Corollario : — In altro modo per punti può descriverai 
l'ellisse, quando è dato il grand' asse e l'eccentricità. Fac- 
ciasi centro, in F, figura 46, con un raggio minore di %a, descri- 
vasi un arco, indi col foco P come centro, e con un rag- 
gio per quanto il primo è minore di 2 a, si descriva un altro 
arco; questi archi s'incontreranno in un punto, per es. , M 
che avrà per somma delle distanze ai due punti P ed P' la, 
perciò esso apparterrà all'ellisse di grand'asse 2n ed eccen- 
tricità la lunghezza P P\ parimenti si farebbe per avere altri 
punti che uniti con linea descritta con mano libera, ai avrebbe 
l'ellisse domandata. 
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delln Tangente all'EIUase. 



Sieao x' ed y' lo coordinate di un punto ed x' ed y' quella 
di un altro situati sull'ellisse di semi-assi o e i, si avranno 
le equazioni di condizione ohe esprimano che questi punti 
sono sull'ellisse a*y'* + = a'S», «'y" + = «'S*. 
che sottraendola , danno: 

4* (3f*-S n ) +b*(**-d*) = 0, 

(y - y") V + y a ) + *■ — »") <* + 3!') = o, 

da dove: -^r—^- * V + rf • 

la quale sostituita nell' equazione della retta che passa per 
due punti che è: 

r-«--j££-i—.i. 

e questa è l'equazione della secante dell'ellisse; in essa x 
ed y sono lo coordinate correnti e: 
_ 6* (a 1 + e") 
a a 5? + y'i 

è il coefficiente angolare. 

Facendo in questa a;' = x' ed y' = y" 1 due punti si con- 
fóndono in un solo, e mentre il coefficiente angolare della 
retta che passa per due punti in questo caso si riduce a 

] - , poiché vi sono un'infinità di rette che passano per un 

punto solamente; il coefficiente angolare della secante di- 
J' tri 

venta — - t - , - , poiché la'secante diventando tangente, resta 
determinata di posizione, cosi si avrà per l'equazione della 
V-9'= tfjr (* — «1. 



- ra- 



iii questa è il coefficiente angolare, ed x' ed y' le 

coordinate del punto di contatto. Togliendo da essa i deno- 
minatori, ai ha: 

a*yy' — o*y' a = — i*atas' -t- i** 1 », 
ovvero: a* y y' -A- b* x j:' = tf*y*-J- i'a;'', 
ma: a* y* -+- = «*}», 

dunque : a* y j/' -hi* ce & = & b*. 

Questa è l'equazione della tangente all'ellisse sotto la forma 
più semplice; in essa x ed y sono le coordinate correnti, 
ed x' ed y' Quelle del punto di contatto. 
Cobol l mio: — Facendo in questa a = b = r, si ha : 
y y' -h x x' = r s 
die è l'equazione della tangente alla circonferenza da noi 
già trovata. 

Dietro ciò clic è stato stabilito, l'equazione della normale 
all' ellisse, sarà: 

V-V = - "TO" {•-■!. 

°Y 

ovvero : y — y' = - ff^r (a — a']; 

in questa ^ |j ù il coefflciente angolare della normale, ai 
ed ji sono le coordinate correnti, a' ed 3/ quelle del punto 
di normalità. 



Teoremi)- 

Sia TV [Fig. 50] una retta che faccia l'angolo T M F' 
uguale all'angolo TMF, cioè Incoia angoli uguali coi 
raggi vettori, essa è tangente all'ellisse nel punto M. 

infatti prolungando F' M fino in 0 in modo che sìa: 
MG = M F, ovvero F; G = 2o, 
congiungendo (i con F, si avrà clie il triangolo 67 MF sarà 
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isoscele, ed essendo ang. OMTzs mg. T'MF come opposti 
al vertice, e per ipotesi: 

ang. TMF = ang. T'MF' 
sarà: ang. GìfT — ang. TMF, 

ovvero TT sarà perpendicolare a GF, e qualunque puoto 
della TT sarà equidistante da G e da 

Posto ciò per provare ora che TT' è tangente all'ellisse, 
dimostreremo che qualunque punto, per es. K di questa retta, 
eccettuato M, congiunto con i fuchi dà per somma di queste 
congiungenti una quantità > 1 a. 

Infatti considerando che F'K-hKG>F'G, ovvero: 

resta provato il teorema. 

Viceversa qualunque tangente all'ellisse fa angoli uguali 
coi raggi vettori che passano pel punto di contatto. 

Se per un punta M sopra l'ellisse si vuol condurre la tan- 
gente , si congiunga questo con i fochi , si prolunghi un 
faggio vettore come F' M tanto per quanto è l'altro in ma- 
niera che si abbia F' G = 2 a, cougiungasi GF, e si divida 
per metà in R, congiungasi R M questa sarà la tangente. 

Infatti essendo: 
ang. G ÌIR = ang. RMFeà ang. 6 MR = ang. T MF\ 
ne segue ohe ang. R M F— ang. T'MF', cosi la TT' viene 
a fare angoli uguali coi raggi vettori e sarà perciò la tan- 
gente all'ellisse nel punto M. 

Cobollario I." — Nei vertici A , 'A', B, B' le tangenti sono 
perpendicolari agli assi. 

Cqrollàmo 2.* — La normale MN essendo perpendicolare 
alla tangente TT nel punto M farà: 

ang. NHF=sd«. NMF', 
cioè la normale dell'ellisse è la bisettrice dell'angolo dei 
raggi vettori, perciò si costruirà la normale in un punto M 
tirando i raggi vettori ijlie passano per M, e conducendo 
la MN bisettrice dell' angolo che essi formano. 
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§ 39." 
Frolli e ma. 

Per un punto M [Fig. 51) dato fuori dell' ellisse condurre 
la tangente a questa curva. 

Facciasi centro in M con un raggio uguale ad M F de- 
scrivasi un arco ; indi dal punto F' come centro e con un 
raggia uguale al grand' asse 2 a, descrivasi un'altro arco, 
che incontrerà il primo, per es. in N, ai tiri F' N, ove questa 
incontra 1' ellisse, si determinerà un punto E, che congiunto 
con M, ai avrà la retta TM per la tangente domandata. 

Infatti tirando EF, UN, MF, si ha chs i triangoli ENM, 
EFM avendo NE = EF, E M comune, ed NM = MF 
saranno uguali e daranno ang. NEH = ang. ME F; ma 
essendo ang. NJIM — ang. T EF' come apposti al vertice, 
ne segua che ang. MEF = ang. TEF' , ovvero la retta MT 
farà angoli uguali coi raggi vettori, e perciò sarà la tangente 
domandala. 

Si noti che con la stessa costruzione invertendo le opera- 
zioni rispetto ai fochi, cioè se col centro M e raggio MF' 
si descrive un arco, ed indi col centro F e raggio 2 a, se 
ne descrìve un altro , si determinerà un punto JV , che con- 
giunto con F darà il punto E e cosi la tangente ME', 

Le coppie degli archi descritti s' incontrano in altri due 
ponti, ma sulle stesse tangenti. pur ossi si ridirebbe. 

Cobol lABic I." — Il problema precedente analiticamente 
si scioglie come seguo. 

L'equazione della tangente all'ellisse è: 
&*y V ■+■ 6* ss? = e*Ì* 
ove x ed y sono le coordinate correnti, ed x e y quelle del 
punto di contatto. Se questa deve passare pel punto di coor- 
dinate x" ed y ' , si avrà : 

a s y" / -H S* X* a' = a l i 1 , 
ed essendo o s y* -+■ J* = i 1 l'equazione ohe esprime la 
condizione che il punto di coordinate x ed y', ai trova sulla 
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ellisse, potremo fare coesistere queste due equazioni, e scio- 
glierlo rispetto ad a' ed y\ esse ci darebbero le coordinate 
del punto di contatto. 

Cdbollìeiq 2.° — II luogo geometrico dei piedi come R, 
figura SO, delle perpendicolari abbassate da un foco F sopra 
le tangenti dell' ellisse , formano una circonferenza che ha 
per centro 0 e per raggio il semi-asse maggiore a. 

Infatti tirando OS essa sarà parallela ad F G, poiché di- 
vide per metà le rette FF' ed F6, ed essendo OF metà 
di FF', sarà 0 R metà di F' Q, perciò uguale ad a. Dun- 
que R, e tutti 1 piedi delle perpendicolari abbassate da un 
foco sopra le tangenti, formano una 
a che è quanto si voleva provare, 



Dicesi direttrice dell'ellisse qualunque retta perpendicolare 
al grande asse condotta In modo che il rapporto delle distanze 
di qualunque punto della curva dal foco e da questa retta 
è una quantità costante. 

La retta SD [Fig. 52) perpendicolare al grand'asse A A' 

sarà direttrice se * una quantità costante. 

Facciasi OP = a, PM=y, OB=sd, essendo: 



MF = a — -Zf- ed M N= P H- 
si avrà: 



- dc-cx 

Analizzando questo risultato si vede che esso è una quan- 
tità costante rispetto ad x quando si ha a» = i c, ed allora 



ai avrà = ~, ma dall' uguaglianza a* = dc, si ha 

d = , ovvero e : a : : a : d. Dunque la d, distanza della 
direttrice dal centro al determina per mezzo di una terza 
proporzionale in ordine a e ed a. Portando snl grand 1 asse 
alla destra ed alla sinistra del centro queata terza propor- 
zionale, si determineranno due punti, pei quali condotte due 
rette perpendicolari al grand' asse, ai avranno le direttrici 
dell'ellisse. 

L'ellisse dunque a due direttrici che geometricamente si 
poasonil segnare nel seguente modo. 

Descrivasi una mezza circonferenza col diametro F F' = 2c 
{Fig. 53) ed un'altra col diametro AA' =2a, si avranno i 
punti L ed S d'incontro di queste con l'asse delle y, si tirino 
le rette LA ed LA', e dal punto S s\ conducano le rette B3 
e BE' parallele a queste ultime, si avranno, i punti Sei E' 
d'incontro di queste retto con l'asse delle x, dai quali tirando 
le rette SD ed SD' perpendicolari all'asse delle a queste 
saranno le direttrici. 

Infatti essendo OL : OA: : OS: OS, si avrà e ; a : r a : OS, 
e perciò OS=d. 

Inversamente il luogo geometrico dei punti in cui il rap- 
porto delle distanze di ciascun di essi da un punto fisso e da 
una retta che disti dal centro per , è una quantità co- 
stante rappresentata da -j- , forma un' ellisse di semi-asse 
maggiore « , e se mi -eccentricità e , purché o* — e 1 ala una 
quantità positiva, cioè se ai ha, figura 52, = -g- , 

ed 0E = -^—, il luogo geometrico dei punti che soddisfa 
a questa condizione, forma un'ellisse di semi-asai a e b, 
ove i 1 è uguale ad a' — «. 

Facciasi OS=d, OP = x, PM=y sarà; 

MN=PE^d— x. 
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perciò: 

UF = — [d - x) , da dove: WP = -J- [i - ce)*, 
u¥ = mp* ■+. TP = t/ 1 -+- {« - *)* , 

ne seguo che: 

sviluppando e sostituendo per d, , si ha: 

s i + c 1 -2 e « + ; r , = -5-(-5 2 -fa'); 

ovvero : 

-i-c 1 — 2ca;-t-iE a = a J — 2 fi £ -H ■ C \ ; 
rldncendo: y» -t- (l - -~) a* = a* — e», 

ma a' — 0s=£i, dunque: 

■>+-¥•-«■. 

dalle quale togliendo I denominatori fl>jj» + i'ar»= o*^, 
ed essendo questa l'equazione dell'alita» di semi-assi a e a, 
resta provato quanto al voleva. 



Diametri dell' EUiMe. 

Dicesi diametro di una linea , una retta che divide per 
metà mi seguito di corde parallele ad una stessa direzione. 

Sìa y = (3x + i l' equazione di una corda qualunque M N 
{Pia. 54) facendola coesistere con l'equazione dell'ellisse che 
è «'v 1 H-i , s* = a»5* ed eliminando da esse la y si avrà 



un'equazione in as che sciolta darà per radici OP, ed OQ 
ascisse dei punti d'incontro di questa corda con l'ellisse, cosi 
si ha: a* (Pi + J) , +i^ = 4 , * , 1 

che sviluppando : 

a» /3' a» -f- 2 a* + + S'a 8 — «'S*. 
riducendo : 

(«* j3* + }*( a « + 2 a* p J * = a» (}* — 3*], 
e dividendola tutta pel coefficiente della x*. onde render 
questo l 1 unità, essa dà: 

. 2a a j3J a' (g — gj 

Chiamando le radici di questa con a' ed x' ai avrà: 
, , 2j*Pj 

dalla quale dividendo per 2 un membro e l'altro, si ha: 
x' + x" _ a 1 pi 

2 a^ + i» " 

Questa ci dà la media aritmetica tra le due radici, ovvero 
0 Q essendo (? il punto di mezzo tra P e Q.' 

Si avrà GF sostituendo questo valore invece di X nell'e- 
quazione della corda y = p x + 9, e determinando l'ordinata, 

cosi si ha: y = -p ^ qr- gT + 1 ■ 
— a* p-S -ha? pi -i-i* 9 

dadove: y= 

e riducendo: y° • 

Chiamando l'ascissa 0 0 con J, e l'ordinata ffjP con F, 

8*89 „ bi 9 

avremo: I — — -!- — -^t ¥ — -■ , s 

a' p -+- b % a» P* -+- b* 

Dividendo la seconda per la prima ai ha: 

Siccome (3 può avere qualunque valore, ed essendo questa 
equazione di primo grado in X ed Y ne consegue che nell'el- 
lisse i diametri sono retta che passano per l'orìgine, la quale 
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è il centro dalla curva, e ohe qualunque retta passante per 
l' origine Ò un diametro. 
Corollario 1.° — L'equazione del diametro dell'ellisse 

■ . . ■ i 1 

è dunque: 7 = ^Tp"- 1 - 

ed in questa Z ed Y sono le coordinate correnti e ^j-jj- 

è il buo coefficiente angolare. 

Caroliamo 2.° — Chiamando il coefficiente angolare del 

diametro con 5' si ha p = ovvero (3 ,3' = -^j-, da 

dove ne consegue che il prodotto dei coefficienti angolari del 
diametro e di una corda che questo divide por metà, e 
una quantità costante rappresentata da ~. 

Corollario 3." — Nella, circonferenza essendo b = a ne 
viene che 3 p' = — 1 , come doveva essere essendo sempre il 
diametro d'una circonferenza perpendicolare alla corda che 
esso divide per metà: nell'ellisse invece gli assi sono i soli 
diametri che godono la proprietà d'essere perpendicolari alle 
corde che essi dividono per metà. 

Corollario 4." — Se dal punto K, estremità d'un diame- 
tro, si tira una tangente all'ellisse, questa avrò, per coeffi- 
ciente angolare ^ ^ , poiché hasta cambiare m' ed y' 

»' x' 

in Xed Tnel coefficiente angolare g — della tangente: 

chiamando p" il coefficiente angolare della tangente, si avrà 

p' = 3" y ; ma si ha l'equazione del diametro che è: 

7=—-p~ J, ovvero »'p7=-J'Z, 

da dove: p = — -^jy-> ne risulta p" — p, 
ovvero la tangente all'ellisse condotta alla estremità di un 
diametro è parallela alle corde che questo diametro divide 
per metà, e reciprocamente. 
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Per meszo di questa proprietà possono tirarsi tangenti 
all'ellisse parallele ad una retta data. 

Sin ii? questa retta, ai tiri una corda MIT all'ellisse 
parallela ad L S, congiungasi 0 col: F mezzo di -VA', questa 
sarà un diametro; ora dallo sue estremità E e JT si tirino 
due rette parallele alla corda MN queste per le cose dette, 
saranno tangenti all'ellisse e parallele alla retta data L S. 

Definizione. — Sìa KK {Fìg. 55) un diametro congiun- 
gendo un punto qualunque M dell' ellisse colle estremità 
Ke JT, di questo diametro si avranno due rette MK ed 
MS ohe diconst corde tvpplmtntarU. 



TI prodotto dei coefficienti angolari delle corde supplemen- 
tarie è 

Infatti chiamando si ed y' le coordinale del punto K, flg. 56, 
si avrà che quelle di A", altra estremità del diametro che 
passa per Jf , saranno — a:' e — y'. Dovendo l' ellisse espressa 
dall' equazione a 3 _y* -+- i'n 3 = il' i 1 passare per questi punti, 
si avrà l'equazione di condizione a* y' 1 + b 1 x* = a*S' che 
sottratta dalla precedente, dà: 

ovvero: ^ r _^- = __ ; 

ma siccome il punto M è sull' ellisse , avrà per coordinate 
a; ed y, ed essendo x' ed y' le coordinate di K, il 
coefficiente angolare di MK sarà -jj ~ V — che chiame- 
remo y, cosi y = ~ g ÌI g r ■ oaal °g amenle chiamando ■/' 
II coefficiente angolare di MK', al avrà / = - ^{p^r i da 
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dove n' = -jjjj p«ralò fi' = ^- ohe è quanto 

al voleva provare. L 1 inverso di questo teorema, è facile com- 
prendere, chè è parimenti vero. 

Cobollaeio 1." — Nel caso della circonferenza a = b, 
perciò — 1, cioè le corde snpple mentane della circon- 

ferenza aono ad angolo retto tra loro. 

Corollario 2. 1 — Dal centro 0 si tiri una retta R P 
parallela ad MK' essa farà con l'asse delle x lo stesso an- 
golo ohe MK' , perciò il prodotto dei coefficienti angolari 
b 1 

delle rette RP ed MK darà il che porta a conclu- 
dere che R P divide per metà M K, cioè nn diametro 
parallelo ad una corda divide per metà la sua supplemen- 
tarla. 

Analogamente se dal centro 0 si conduce S E parallela ad 
MIT, questa dividerà per metà MK'; cosi i due diametri RP 
ed SS avranno evidentemente per prodotto dei loro coeffi- 
cienti angolari ed è perciò che questi vengono detti 

diametri coniugati. 

Dunque due diametri paralleli a due corde supplementarie, 
che diconsi diametri coniugati , hanno per prodotto dei loro 

coefficienti angolari ~ e viceversa. 

Cobollahio 3.° — Se A iV ed A' N sono due corde supple- 
mentarie, le rette KM e K' M parallele a queste, avendo per 
prodotto dei loro coefficienti angolari ancora ^-.saranno 

pur'esse corde supplementarie, perciò s'incontreranno in M 
punto sul perimetro dell' ellisse. 

Cohollabjo 4.* — Si può condurre una tangente all'ellisse 
parallela alla retta EF ancora in altro modo. Infatti si tiri 
la corda A N parallela ad EF, indi la sua supplementaria A' IT, 
nonché il diametro RP parallelo ad A' N e TT passante 
per R parallela e& AN: questa per le cose dette sarà la tao- 



CoaoLLAitio 5.* - Gli assi dell' ellisse sono i soli diametri 
coniugati ohe formano angolo retto, e nella circonferenza 
tutti t diametri coniugati sono tra laro ad angola retto. 

Cobqllabio G." — I punti M ed M\ equidistanti dall'asse A A' 
congiunti con J ed A' , daranno evidentemente due coppie 
di corde supplementari e che fanno tra loro angoli uguali ; 
perciò ai può concludere che generalmente vi sono due si- 
stemi di diametri coniugati che s'inclinano sotto uno stesso 
angola, e questi due sistemi si riducono ad un solo quando 
essi sono paralleli alle corde AB ed A' B, oppure sono gli 
assi dell'ellisse. 

I diametri paralleli alle corde AB, A' B sono i soli dia- 
metri coniugati dell'ellisse uguali. 

Corollàrio 7.° — Dalle cose dette resta altresì evidente 
che non vi seno diametri .coniugati che formano un angolo tra 
loro maggiore di AB A', aè minore del suo supplemento. 

Cohollabio 8.' — Si avrà il centro di un'ellisse tirando 
due corde parallele E F e Qlt{Fig. 56) congiungendo le loro 
metà con la retta HK ohe restando evidentemente un diametro 
dell'ellisse, il suo mezzo sarà il centro. 

Cokollaiuo 9.° — Avuto il centro 0 [Fig. 57) di un'ellisse, 
si possono determinare gli assi, infatti descrivendo una cir- 
conferenza col punto 0 come centro, c con un raggio tale da 
incontrare l'ellisse, si avranno quattro punti come M, IV, 
P, e, pei quali tirate le corde M N, P Q, MP, NO, e cou- 
giungendo le loro meta, si avranno le rette AA'.e B B' che 
evidentemente saranno gli assi domandati. 

§ sa." 

Ellisse rapportata al «noi diametri coninomi. 

L'equazione dell'ellisse sarà rapportato a diametri coniu- 
gati, se essa essendo riferita ad assi obbliqut, non tiene ter- 
mini conio coordinate alla prima potenza, poiché allora per 
ogni valore della m corrisponderanno due valori uguali e di 
segno contrario per la y. 



L' equazione dell' ellisse riferita al suo centro ed ai suoi 
assi è a' y 1 -+■ ì* 8* = fl* b 1 , nella quale sostituendo per x 
ed 3i le forinole che servono per passare da assi rettangolari 
a qualunque che sono; 

a = a' cos. a ■+■ y' cos. a' , y = x' sen. a -t- y sen. a' , 
si ha: 

a' sen.* « i 1 + !«'seii. a sen. a? afff ■+■ a* sen. 1 a' y' a 
+ i , C03. ix*tf*+ 2i s cos. acos.s'^'y' + i , cos. a a'y , ' = a s i' , 
la quale ordinandola, ci dà: 

(a* sen. 1 a + i 1 cos.' o] a' a (« a sen a o' -t- S" cos. 1 a') y' a 
+ 2 (a 1 sen.? sen. a' -1-i 1 cos. a cos a') y' = a 1 i 1 , 
ed a cagione della indeterminazione di » 0 di a', si potrà 
fare a 1 sen. a sen. a' -+- * a cos. « DOS. a' =a 0 .... (1), ovvero 

tang. a tang. a' = — —j-, e questa precisamente ci esprime 
che le rette che fanno gli aogoli a ed j.' con 1' asse delle 
a sono due diametri coniugati. 

Ponendo nella precedente equazione per brevità: 
a* Ben. 1 a ■+■ a 1 eoa. 1 a — A, a 1 sen. 1 a' -+-* 1 cos. 1 » 1 = B, 
si avrà Ax'*-\- Èy 1 = a 1 *' . . . . (2] per l'equazione del- 
l'ellisse rapportala ai suoi diametri coniugati. 

Facendo nella (2) y 1 = 0, e chiamando con a' la s'=0.ff, 
[Fig. 58) cioè l'ascissa corrisponde all'ordinata zero, si ha: 
a „ _ a}? 

Parimenti facendo x' = 0, e chiamando ò' la y' = OS, 
cioè l'ordinata corrispondente all'ascissa zero, si avrà: 
J" = B , dalle quali A = g „ , £ = — jtj- 
ohe sostituite nelle [2) ci danno dopo aver diviso per a 1 8*: 

** +j£--ì 

~a*~ 1- "p- — *■ 

Questa è l'equazione dell'ellisse riferita a due diametri co- 
niugati, ed in essa x' ed y' sono le coordinate correnti, ed 
a' e *' sono semi-diametri coniugati. 

La forinola (1) ci mostra che un solo degli angoli a ed a' 
è arbitrario, e l'altro da questa equazione si potrebbe ricavare- 
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§ a: 

Nell'ellisse il rettangolo fatto dagli assi come lati é equiva- 
lente al parallelogramma circoscritto all'ellisse i cui lati sono 
uguali ai diametri coniugati. 

Infatti elevando a quadrato l' equazione (1), si ha: 
a* jen.* a sen.* a' -+- 2 a 1 S s sen. a sen. a' eoa. a eoa. a' 
4-S 1 cos. 1 * cos. 1 a' = 0, 
da dove: O l sen s a sen.* a' 

-f- i' cos.' a cos* a' = — 2 a' S 1 sen. a sen. a' cos. a cos. a' ... (3). 
D'altronde si è avuto »*»=—-, e S*= obe 



per A e B i loro valori , ai ha : 



0 ~o*seq.'«s«LV'+*»BO».*«eos. , a'+o'4 , (sEn.'a'cos.'i+£en'=MS.*o'f 
e questa per mezzo dell'equazione (3) si riduce ad: 

0 b — a > ji se n.'»-cos.'«— ì o*6*s an. « s sn . «' cos. a cos. *'+ u'* 1 s en." acos. 1 <■' 
ovvero: 

da dove dividendo per s 1 ** numeratore e denominatore, si ha: 

'•''= ,.■[,'-.) ■ 

dalla quale levando il denominatore, ed estraendo la radice, 
si ha: «'J' sen. (*' — *) = «», 

e moltiplicando per 4 un membro e l'altro ai ha infine: 
4 a' J' sen. (a' — a) =4 a 5. 
Considerando ora che a'~a = K0S, figura 58, sarà 
a! S' sen. (a 1 — a) l 1 area dei parallelogramma LK OH, e perciò 
l'area di tutto il parallelogramma circoscritto LTR8 all' el- 
itaxi sarà: 4a' i'aen. («' — a), 



ma 4 di è l'area del rettangolo degli aeri; orai avendo tro- 
vato 4 a' h' sen. («'—■») = 4a5, resta provato oiò ohe d 
voleva. 



§45." 



a' Ben. 1 a ■+ ^coa 1 * 
si aggiunge la nota forinola Ben. 1 a -+- oos.* a = 1, B [ potranno 
dedarre 1 valori di sen. 1 a e eoa. 1 a, i quali saranno .- 
SMa* — a") , a' fa" - 
S0D - — aV-sV"* a = a' 1 (a*-* 1 ) • 
analogamente essendo: 

y = gg - , , 

5 a» sen. 1 «* -f-i* eoa." a' ' 

se a questa si aggiunge sen.» «' cos, 1 a' = 1, si potranno 
dedurre sen. 1 *' e cos. 1 "', i quali saranno: 

^.^ »? . 

8e "- " - S*{ a i_*4j ' °° B ' * - fr* («*-»») 1 

ma l'equazione (1) ohe è: 

a 1 sen. a sen. a' -+- ì 1 eoe. « cos. a' ea 0 , 
pu6 scriversi: 

a* sen. a sen. a 1 = — i 1 cos. a eoa. a' , 
ohe elevandola a quadrato, ci dà: 

a* sen.* a sen. 1 a' = S'cas.* cos. 1 !*', 
e nella quale sostituiti i precedenti valori si ha: 

a* — 0 »); a a — a' a* (a" — W [ff* — a 1 ) 

a**' 1 ^-**]* • a" *-» (a 1 — S 1 ) 1 " 

Riducendo : 

(a » _ *i) (o i _ j..) _ p _ ji) (> i _ ji). 
Sviluppando : 

«t _ a i ji _ a * 0 i + _ tt i D * _ jij* + **, 

ovvero: a' - i* = a 1 * (a 1 — i 1 ) 4- S' 1 (a 1 - S'J ; 



e dividendola tutta per a* — b*. si ha: 
clie ò quanto ai voleva provare. 



Data Un' Ellisse e le coordlunte di od ponto di eaaa, 
I determinare II Talare della lunghezza della Tan- 
gente , Normale , ■olio-Tangente e ■otto-Normale 
In fonatone delle coordinate di questo pnnto. 

La retta PT {Fig. 59] proiezione della tangente sull'asse 
delle x dicesi sottotangente sull' asse delio x corrispondenti 
al punto U, e si esprime St. La retta UT dicesi lunghezza 
della tangente al punto M, e si esprime con T. La retta PN 
proiezione della normale sull'asse delle % il icesi sotto-normale 
al punto M, e si esprime con Sa. La rotta UN dicesi lun- 
ghezza della normale corrispondente al punto M, e si esprime 
con N. 

Per avere le lunghezze di queste linee corrispondenti al 
punto U di coordinato ctf ed y' dell'ellisse di semi-assi a e 6, 
si può fare nel seguente modo. 
Neil' equazione della tangente che passa per U, che è: 
«*y y' H- =s «*S*, ■ ■ • 

se si fa y — 0, si dovrà sostituire per x, QT ascissa della 
tangente corrispondente all'ordinata zero, perciò si. ha: 

i*0OT = a*P, 
che divisa per i* un membro e l'altro dà x' 0T = a*, da dove: 
a? 

OT=-^-, m& PT= OT— OP, 




ora essendo : UT — V MP* + PT* , 
si ha, sostituendo per lo linee i loro valori: 
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— Sì — 

Analogamente se si fa nell' equazione della normale al- 
l'ellisse, che è y — y" = ~ sA ~ ( a — ">')• l'ordinala y = 0, 
bisogna sostituire per x , 0 N ascissa della normale corri- 
spondente all'ordinate 0, cosasi ha: 

da dove: — Ptitf =a 3 y' (OJV— or), 
perciò: x'i-ON=-^r, • . 

ma; x'—ON^OP—ON^PN, 

dunque: PN=Sn = Jjjf. .... (3); 

ma essendo: Jfff= ^ -(- JS* , 
sostituendo per le linee 1 loro valori, si ha: 

"*-V *•+■££■'■;■■■■*. 

Cohollabio 1.* — Facendo in questa quattro formolo: 
a = b = r, 

esse si ridurranno al caso di una circonferenza di raggio r. 
Cobollario %° — Siccome la sotto-tangente dell' ellisse 

sull'asse delle x si è trovata essere — ™ , essendo essa 

a 

una quantità indipendente dall'ordinata y\ e dal semi-asse b, 
evidentemente resterà la atessa pel punto N' della, circon- 
ferenza ohe ha per diametro il grand' asse; cioè la tangente 
in N" della circonferenza andrà ad incontrare la tangente 
dell' ellisse in uno stesso punto T dell' asse delle a. 

Cobollìrio 3.' — Facendo nella (3) formoìa, che oi dà la 

sotto-normale, cioè Sa = -^^—, l'ascissa x'=0, ai ha Sn = Ò; 
il che mostra ohe nei vertici B e -3' la sotto-normale è zero. 
Facendo invece in essa x' = a , si ha Su = ~p il che mo- 
stra ohe avvicinandosi il punto M ai . vertici A ó\ A' la 
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Sa tende verso II valore costante — , e nel punti A ed A' 
la So acquista, tale valore. 
Corollario 4.' — Sa nell'ei 

l=7 1 ''-'' 

et fa z = e, si avrà per y la MP (Pig. 60) ordinata ohe 
passa pel foco ,. cosi : 

MP = -j- Va 1 — e 3 , ma — e 1 = J; 
dunque: JfPr=-^-; 

da dove ne consegue che r ordinata che passa pel foco è 
ugnale al valore della sotto-normale nei punti A ed A'. Qoeeto 
valore dicesi semi-parametro dell'ellisse, ed esso resta terza 
proporeionale in ordine al semi-asse maggiore e 



It IT doppia ordinata, che passa pel foco, sarà ugnale a 
ed è perciò che dieesl parametro dell'ellisse. 



2S» 



Dalla nota proprietà ohe l' ordinata dell'ellisse, sta a quella 
della circonferenza di raggio il semi-asse maggiore per un 
punto dell i stesa a ascissa, come 11 semi-asse minore dell'ellisse 
sta al semi-asse maggiore, si ha, chiamando nei, questi 
semi-assi e Pìi, P'W, eoo., le ordinate dell' ellisse, come 
PN, P-tT, [Fig. 61), ecc., le ordinate della circonferenza 
ohe: PAf;PN::Ò:a, 
ed analogamente: P M : P'W :: b: a, 
dalle quali: P M: P W PN: P' W , 
che componendo: 

p M + Pie ■ PN+PW :■ PMt PN::b: «, 
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e moltiplicando 1 termini della prima ragione per bì ha: 

(PJf -+■ FW) : [PN+Pm-^-:: 6 : a. 

Ora supponendo un poligono inscritto alla circonferenza ed 
un altro corrispondente nell'ellisse, i quali abbiano per ver- 
tici i punti d'incontro delle ordinate con la circonferenza e 
con l'ellisse, si può affermare dalla precedente proporzione 
olle il trapetietto ellittico, cioè quello formato dalle due or- 
dinate, dalla corda e dalla sua proiezione sul grand'aase, sta 
al corrispondente trapetietto circolare, come i sta ad a. 
Perciò somma di tutti i trapaniti eUtitìci, cioè l'area del 
poligono inscritto all'ellisse, sta alla somma di tutti ì tra- 
pezietti circolari, cioè l'area del poligono inscritto alla cir- 
conferenza, come b sta ad a. 

Ma se questi poligoni diventano di un numero infinito di 
lati infinitamente piccoli, essi sì avvicinano all'ellisse ed 
al circolo in modo che nel limite per l'ellisse e cìrcolo ai 
potranno prendere, e si avrà che l'area dell'ellisse, sta a 
quella del circolo come b sta ad a, perciò chiamando B l' area 
dell' ellisse , e C quella del circolo , si avrà li : V, : : b : a , da 

dove S = ma essendo (7= ir a 1 , poiché G è un circolo 

di raggio a, si avrà B= , da dove E= ir«S. 

Questa è la forinola che ci dà l'area dell'ellisse. 

Chiamando con r la media proporzionale tra i semi-assi a 
e b, si ha t a = ab, perciò la forinola B=*ab, si riduce 
ff = irr s , e questa ci mostra ohe l'area dell'ellisse è equi- 
valente a quella di un circolo, il cui raggio è una media 
proporzionale tra i suoi semi-assi. 

Cobollàbio : — Resta evidente che chiamando con fi 1 ed 8' 
due segmenti, cioè l'ellittico ed il circolare compresi tra 
due ordinate, sì ta &= 8' -j-, e cosi la quadratura d'un 
segmento ellittico è data in funzione del segmento corri- 
spondente circolare. 
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CAPO VII. 



EQUAZIONE DELL' IPEKBOLA. 



§ 48.* 

Ripigliando l' equazione My x ■+■ Na* = K e dividendo un 
membro e l'altro di essa per M sì ha y* + = "^T : 

sapendo dal § 26 che quando questa equazione rappre- 
senta ua'iperbola M ed N debbono essere di segno contra- 
rio, si avrà in questo caso per una quantità negativa 
ohe chiameremo — m° quantità essenzialmente negativa per 
qualunque valore reale si concepisca dato ad m, avremo perciò 

per l'iperbola: y* — m*x* = —gf- 

Ora in questa il primo membro, essendo la differenza di 
due quadrati , potrà il valore del secondo membro essere 
positivo o negativo, perciò si potrà esprimere con ± l % e si 
avrà per l'equazione dell'iperbola: y s — «t 9 a; ì = rt( s . 

Dunque l'iperbola pui> avere ima delle due equazioni: 
y* — M » E s = ja, j,i _ M a x ì — _ jj_ 

Considerando la prima, si vede che per y = 0, si ha: 
-«*-s> = S», cioè3» = — -^-,dadoves = ± -^"r / — T 
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ohe è quantità immaginaria, il che mostra che la curva nou 
incontra l'asse delle a. 

Prendendo OA = 0 A' = — [Fìg. 62] si determineranno 

due punti A ed A' sull'asse delle e che costituiscano la distanza 
A A' detta asse immaginario o secondo asse dell'iperbola. 

Facendo nell equazione y 1 — m 1 a? = Ifl invece s = 0 , si 
ha y* = i s , da dove y = ± 6 , e questa ci mostra che i 
punti con ascissa zero, cioè quelli sull'asse delle y, hanno 
per ordinata OS = Off = J, cesi la curva passerà per B 
e B\ 

Dovendo tal luogo geometrico passare per i punti B e B' , 
e volgere sempre la convessità all'asse delle x e dovendo 
infine discostarsi sempre più da quest' asse, poiché al crescere 
della te cresce la y, la curva avrà la forma come si vede 
nella figura 62. 

La linea B B' dicesi asse reali o trasverso, oppure primo 
asse dell'iperbola. I punti B,Bf, dieonsì vertici dell'iperbola. 

L'equazione si riduce a forma più simmetrica facendo 

— — — a , da dove 6 = ffl a, m = ~-, ed essa allora diviene: 




dalla quale togliendo il denominatore si ha: 

*f" — »»««= a*6*. 
Questa è l'equazione dell'iperbola quando l'asse immaginario 
è sull'asse delle se. 
Prendendo ora l'altra equazione dell'iperbola cioè; 

e facendo in essa <c = 0, si ha: 

K* = — i a , da dove y = d= S V^n, 
e da questa si vede che la curva non incontra l'asse dell'y. 

Prendendo 0B=OB' = Ì [Fig. 63) si avrà la retta BB' 
per l'asse immaginarlo. 

Tacendo indi y = 0 si ha m*a:* = da dove: 



Preadendo 0 A = 0 A' = — si avranno due punti A ed A' 
pel quali dovrà passare la curve, essa avrà por la solita 
rag-ione la forma come si vede nella figura G3. 

L'equazione parimenti in questa caso ai rende simmetrica 
facendo -^- = a, da dove m = ~, perciò m s ss j-, la 
quale sostituita nell'equazione della curva dà: 

f— 

e levando il denominatore si ha a % y s — i a ir* = — a* S 1 . 

Questa è l'equazione dell' inerbo! a riferita al suo centro e 
ai suoi assi data implicitamente essendo l'asse reale su quello 
delle e. 

Corollario L° — Da tutto ciò si conclude che l'iperbole 
puù avere due equazioni, secondochè Tasse reale à sull'asse 
dell'i/ o su quello della x. Noi studieremo le proprietà del- 
l' iperboli essendo l'asse reale sopra quello dell' as; si perchè 
è lo stesso prendere l'asse delle m per l'asse delle y e vice- 
versa; si perchè l'equazione allora non differisce da quella 
dell'ellisse, senonchè il b 1 è cangiato in — b* e 

CoiioLLAHio 2.° — L'equazione dell' iperbole : 

ci dà: 




perciò: 

Questa è l' equazione dell' iperbole data sotto forma e- 
splicìla. 

Corollario 3.' — Dividendo o' y 1 — i* x 3 = — a* b 1 per 

Questa è parimenti l'equazione dell' iperbole, ma scritta 
sotto altra forme. 
Corollario 4." — Facendo nell'equazione dell'iperbole: 
a» = — a 'ja ; a = b, 



si ha, dopo aver diviso per a*: 

y* — s s = — a*, 
e questa dicesi equazione dell' iperbola equilatera. 

CoaoLLÀRio 6.' — Nel caso che l'origine è in A, bisognerà 
cambiare nelle equazioni avute la x in x -+• a, il che dà: 

per l' iperbole di semi-assi a e b ed y*= 2ns per 
l'equazione della iperbola equilatera. 

Corollario G." — Per un punto sull' iperbola si avrà: 

Per un punto fuori dei suoi rami considerando che la sua 
ascissa è minore di quella di un punto dell' iperbola con 
l'istessa ordinata si avrà: 

così per un punto tra i suoi rami, ai avrà: 
aV-f^-t-a 3 **<<>. 



§ 49.' 

Proprietà dell' Iperhaln dedotta dall' Eqnmlonc. 

L'equazione dell' iperbola data esplicitamente riferita a! 
suo centro ed ai suoi assi, è: 

la quale al pu6 scrivere : 

V = ~ V{*-a) {x + a). 
Chiamando OP = a, PM= ,j [Fig, 64) sarà: 
A' P = a-f-.a e& AP = x — a. 
Cosi la precedente equazione elevandola a quadrato, ci dà: 
PM 1 =X-4PXA'P. 



■m we- 

Per un altro punto 3f , si avrà parimenti : 

divìdendo in ordine questi calori di PM* e T 7 !?' 1 , ai ha: 

PM* _ AJPXÀ'P 

pjf* ~ AP' X -d'i*' ' 
la quale ci mostra che il rapporto dei quadrati di due ordi- 
nate Dell* iperbola, è ugnale al rapporto dei rettangoli fatti 
dalle rette comprese dal piede di ciascuna ordinata ai vertici 
dell' iperbola. 

§ 60.' 



La definizione dei fochi è la stessa di quella data nel 
§ 30 per l'ellisse. 

Sia 67 {Ftg. 65} questo foco ed abbia per coordinate a;' ed y", 
ed if sia un punto dell'iperbole di coordinate x ed y, chia- 
mando MO con i, ai avrà: 

** = (* — xf + ty-tfYi 

sviluppando : 

i 1 = a 1 — 2 x x' + z* + y s — 2 y y' + y' 1 ; 

ma essendo y = ■—■ V ' — a* l'equazione dell'iperbola, so- 
stituendola nella precedente, ci dà: 

3*=iP— 2ss'- r - 1 E" + -^-( S " — a 1 ) — 2y T L-V z*—a*+y\ 

e con lo stesso ragionamento fatto per l'ellisse si dedurrebbe 
y' z=0, cioè se esiste foco, esso é sull'asse delle x. 

Facendo perciò nelT equazione precedente f = 0 , si ha: 

3» = x*-Zxx' + z* + J^ (i. 

Ora se si ripetessero tutti gli stessi calcali e ragionamenti 
fatti per l'ellisse nel § 30, si dedurre bbe: 
V = V a*-ht>*, 



-IM- 

poiohè il risultato deve solamente differire da quello trovato 
nel capo dell'ellisse dal segno di i*. 

Dunque l' iperboli! ha due fochi uno d'ordinata: 
y= 0, ed ascissa a 1 = -f- ^s'h-ì*. 
e l' altro y' = 0, ed ascissa x' = — ]/ a 1 ■+- Ò\ 



dell'Iperboli! e proprietà In q 
del raggi icttorl. 



Dal vertice A [JNf. 06) elevando una perpendicolare AJT=Ò 
air asse trasverso A A' , congiungeudo 0 con S, si avrà 
0S= V o' -+- s» , indi facendo centro in 0 con un raggio 
uguale ad OH descrivendo mezza circonferenza, essa incon- 
trerà l'asse trasverso nei punti F ed F', cosi il punto .Favrà 
per ordinata zero e per ascissa -+- \ <a + ii , ed il punto F' 
avrà per ordinata zero e per ascissa — [T 0 « + &i , perciò J 
ed f" saranno i fochi dell' iperbola di semi-assi a e b. 

La distanza FF' dicesi eccentricità, e vien chiamata con 
2e, le linee MF ed Jf che cougiungono un punto qua- 
lunque M dell' iperbola con i fochi, diconsi raggi vittori. 

ì fochi dell' iperbola si trovano sempre Bull' asse trasverso. 

Ripigliando ora l'equazione: 

3» = «■ _ 2 x af + x' a + - 6 a , 

essa ai scrive ancora: 

<5s = l* (l -H -^-) — %xx % -h 8», 

oioè: i» = s» -■ — 2 » + a 1 * — P; 



ma essendo: a' = e = ,V H- 



— lOS- 
si ha: «" = «* H- **, da dove afl — ì» = « s , 
che sostituite nella precedente, danno: 

..).*, 

ovvero: d s = a ^ ' 

e questa ci dà il Quadrato della distanza di M F. 

SÌ avrà il quadrato della distanza MF' cambiando il e in 
— e, il che dà, chiamando MF' con 3' • 

perdo: ?:= — o, e 3' = -^--\-n t 

e sottraendo dal valore dì 3', quello di 3, si ha: 
J' — 9 = 8 & 

Dunque la differenza dei raggi vettori nelT iperboli è 
uguale all'asse trasverso. 

§ 62.* 
Prsbleaaa, 

Determinare l'equazione di quella linea che gode della 
proprietà d'avere la differenza delle disianze di un suo punto 
qualunque da due punti fissi F ed F' uguale ad una quan- 
tità eostante, per es., 2 a. 

Sia M, figura (iG, un punto qualunque dì questo luogo 
geometrico, chiamando 0 F= OF =c, OP =z, PM = y, 
ifF = 2 — a, sarà MF' = z-\-a, dovendo la differenza di 
MF' ed MF dare 2<7, ma essendo: 

FP =£— c, F" P = x + e, 
MF * = MP Ì ■+- FP l 
MF' 1 — MP Ì -^F'P 1 
sostituendo per le linee i loro valori, si ha: 
(z - ri)* = y* + (3 - <f 
(« -+- rt)* = y 4 + (a + e)*, 
che sviluppandole , sottraendole in ordine, trovando la s e 
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sostitnendola in una di queste nltime due equazioni; infine 
operando come si fece nel § 33 per l'ellisse, ai avrebbe: 

a* ji* — b*x* = — a* **, 
]& quale è l'equazione dell'iperbola; dunque la curva è una 
iperbole. 

§ 53.* 
Teorema, 

In qualunque iperbola congiurando i fochi con un punto 
qualunque N, (Fig. 07) dentro della stessa, la differenza di 
queste rette è maggioro dell'asse trasverso la. 

Infatti tirando le rette NF, NF' ed HF, si ba dal trian- 
golo NEF che EN > NF — EF; nella quale aggiungendo 
in un membro e l'altro EF' si ha: 

EN-hEF' > E F' + NF — EF, 
ovvero: NF > EF 1 -+- NF — EF. 

Passando NF al primo membro si ha: 

NF' — NF > HF' — EF, 
ma il secondo membro vale 2o, dunque 
NF' — NF > 2 a, 
che è quanto si voleva dimostrare. 



§ 54-* 
Teorema. 

In qualunque iperbola congiungendo un punto M, figura 67, 
fuori dell'iperbola con i fochi, la differenza di queste rette 
è minore dell' asse trasverso 2 a. 

Infatti tirando MF, MF' ed EF' si ha dal triangolo 
MEF' che: 

ÌIF' — ME < EF' 
togliendo da un membro l'altro EF si ha: 

MF' — ME—EF < EF' — EF, 
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ovvero : MF' — MF< SF' — BP, 

ma il ascondo membro vale 2a, dunque: 

SfF 1 — MF< 2 a, 
ohe è quanto si voleva dimostrare. 

ConoLiAEio: — Da tutto dò ne segue che i soli punti 
del perimetro dell' iperbola hanno per differenza dei raggi 
vettori l'asse trasverso, e reciprocamente il luogo geome- 
trico dei punti sottomessi a questa condizione, formano una 
Iperbole* 



§ S5.° 

Descrliliie dell'Iperbola per ponti, 
essendo doti 1 semi-fissi a e b. 

l'rinia di tutto con 1 melodi stabiliti si determinaoo i fochi , 
Indi facendo centro :n F , figura 67, con un raggio mag- 
giore di 'i a si descriva un arco, indi col ponto Fcome centro 
e eoo un raggio per quanto il primo sapere 2a, se ne descriva 
un altro, si avrà un punto, per es . il. che ha prr differenza 
dei raggi vettori 2 a, perciò apparterrà all' iperbola. Parimenti 
si farebbe per avere altri punti che uniti con linea descritta 
con mano libera ci darebbero la parte dell'iperbola che cor- 
risponde al foco F, invertendo l'operazione rispetto ai fochi 
si nvrebbe l'altra parte che corrisponde al foco F'. 

ESSENDO DATO l'àSSE THASVBESO ED I FOCHI. 

Si appoggi l'estremità di un regolo nel foco F' {Fig. 68) 
all'altra sua estremità M, si leghi una cordina flessibile ed 
inestensibile di lunghezza minore della lunghezza del regolo 
dì 2 a. Si fissi l' altra estremità della cordina in F, si appoggi 
continuamente una matita N al regolo in modo die sia di- 
stesa la cordina parte sul regolo e parte rappresentata sulla 
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figura da NF, dando movimento al tegolo intorno al punto F', 
la matita N percorrerà la parte dell'iperbole corrispondente 
al foco F. Invertendo l'operazione rispetto al fochi si avrà la 
parte dell' iperbola corrispondente al foco F'. 

Questa castrazione resta giustificata, considerando che la 
differenza dei raggi vettori dei diversi punti della curva, che 
in questa modo si descrive, è sempre 2 a. 




Resta evidente ohe l'equazione della tangente come quella 
della normale all' iperbola si otterranno facendo analoghi cal- 
coli e roziocinii, che si fecero nel § 37 per l'ellisse, solamente 
cangiando b 1 in — b* e viceversa, perciò l' equazione della 
tangente all' iperboli! sarà: 

* — V = -^TTT- (" — 
ove x ed y sono le coordinate correnti , x' ed y' quelle del 
punto di contatto, e ■ è il suo coefficiente angolare. 

Levando il denominatore, sviluppando e ridicendo, Infine 
eseguendo le stesse operazioni ohe furono fatte per ia tan- 
gente all'ellisse, si ha: 

tPyy' — i* x x- = — a* s*. 

Parimenti ne consegue che l'equazione della normale è: 

t£ («-«'>■ 

ed in questa x ed y sono le coordinate correnti, *■ ed y' quelle 

del punto di normalità e ^j^- il coefficiente angolare. 

Corollabio 1.° — Facendo nell'equazione della tangente 
all' iperbola, che è: 

a*yy' — b*<tx , = — ti t l*, a = b, 



Di-gitizod by Google 



— i» — 

e dividendo un membro e l'altro per a*, si ha: 

yf — xt£- = — a» 
per l'equazione della tangente all'iperbola equilatera. 
Corollàrio 2." — Se all'equazione: 

cPy'tf — Px'af = — ««8», 
che esprìme la condizione perchò la tangente passi pel punto 
di coordinate a" ed y" , ai aggiunge l'equazione: 

che esprìme la condizione che la curva passa pel punto di 
coordinate x' ed y' , si avranno due equazioni, le quali se 
si sciogliesse™ rispetto ad x' ed y' ai darebbero le coordi- 
nate del punto di contatto. 



Sia TT {Fig. 69) una retta che faccia l'angolo T M F 
uguale all'angolo T' MF' , cioè divida per metà l'angolo di 
due raggi vettori, essa aarà tangente all' iperbole nel punto M. 

Si tirino i raggi vettori MFei MF', ai prenda MG=MF, 
eongiungasi G con F, si avrà F'G=2a, conducasi l'i" 
perpendicolare ad FG, ai tiri da un punto qualunque T della 
TT", la TF, essa sarà uguale a TG\ e la TT restando biset- 
trici! deU'acgn'.o dui ruggì vettori . farà la tangente nel punto M, 

Infatti il triaugolo T f O. ci dà TP' — TG < F' G. ov- 
vero TF' — T F < 2 a. perciò il punto T, e cosi qualunque 
altro puuto della TT. eccettuato M, t fuori dei l' iperboli, 
ovvero la TT resta tangente io M all'iperbola. 

Viceversa r.ualiu. |"i' :.it.gr>r.'.« n ■ I .pcrÌMla c hise'.trice del- 
l' angolo dei raggi vettori che pessimo pel puntu di tao- 



Eopra 
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daai MG= MF eongiungasi GF e dividasi questa per metà 
in E, ai tiri lì M essendo questa bisettrice dell'angolo F' MF 
sarà la tangente in M. 



-iOT- 

Cobollàbio 1* — In ciascun vertice A ed A' la tangente 
resta perpendicolare all'asse trasverso. 

Coboliabio 2.° — La retta NN' perpendicolare alla tan- 
gente nel punto di contatto sarà la normale all'iperbola nel 
punto M ed essendo: 

ang. FMT «= ang. F' MT\ 
e per ipotesi: hog.NMF = ang.N' MT' = 90°, 
sarà: ang. NMP = ang. iV M F' , 

cioè la normale dell'iperbole, ed il suo prolungamento al di 
là del punto di normalità fanno angoli uguali con i raggi 
vettori che paesano pei punto di normalità; cosicché sarà facile 
costi uri a. 



Per un punto T, figura 69, dato fuori di una iperbola, 
condurre la tangente a questa curva. 

Facciasi centro in T con un raggio TP descrivasi un'arco 
GF, indi col centro F', e con un raggio uguale a 2ffl, se 
ne descriva un'altro ohe incontrerà il primo, per es., in G, 
oongiungasì GF, e dividasi per metà in JT, si tiri TH; questa 
sarà la tangente domandata. 

Infatti prolungando F' 0 fino in if punto ove F' G incontra 
la TB, congiunto MF è facile riconoscere che il punto M 
appartiene alla iperbola; poiché la differenza tra MF' ed MF 
è F'G = 2a. D'altronde essendo i triangoli GSM, FSM 
uguali, sarà ang. QMT = eng. FMT; perciò TT dividerà 
per metà l'angolo dei raggi vettori, e sarà la tangente all'iper- 
bola ohe passa per M. 

Invertendo le operazioni rispetto ai fochi, cioè facendo 
come si operò per l'ellisse, si determinerebbe un'altra tan- 
gente all' iperbola che possa per T, essa sarebbe tangente al 
ramo della curva che corrisponde al foco F'. Si noti che la 
coppie degli archi descritti s'incontrerebbero in altri due 
punti, ma sulle stesse tangenti per essi si ricadrebbe. 
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Cobollamo: — Il luogo geometrico de! piedi come ff della 
perpendicolari abbassate da un foco F sulle tangenti al ramo 
dell'iperbole corrispondente a questo foco, formano una cir- 
conferenza di centro 0 e raggio a. 

Infatti se ai tirasse Offessa resterebbe parallela ad F' Q 
riunendo le metii delle rette FF' ed F Q, e di più essa re- 
sterebbe metà di F' G, perciò uguale ad a. Dunque ff, e tutti 
i piedi delle perpendicolari abbassate da un foco sulle tan- 
genti al ramo dell' iperbola corrispondenti a questo foco, for- 
mano una circonferenza di centro 0 e raggio a. 



§ 59.' 

Delle Direttrici , 
del Diametri, delle Corde Snpplementarle , 
e del Diametri coniugati dell' Iperbola. 

La definizione della direttrice dell' iperbola à la stessa di 
quella dell' ellisse data nel §40; con gli stessi calcoli e 
ragionamenti si perverrà alla forinola d — — , ove a è il 
semi-asse reale dell' iperbola, c la semi-eccentricità, e d la 
distanza di ciascuna direttrice dal centro, perciò si può con- 
cludere ohe le direttrici dell' iperbola sono due rette perpen- 
dicolari all'asse trasverso, distanti dal centro per una terza 
proporzionale in ordine a c ed a. 

Si costruiscono le direttrici facendo centro in 0 [Fig. 70) , 
e descrivendo una mezza circonferenza A HA' con raggio 
OA = a, tirando HF, indi da A conducendo AL parallela 
ad FS, e portando OL da 0 in D, e da 0 in D\ e tirando 
DK e IX K' perpendicolari all'asse trasverso: queste saranno 
le direttrici. 

Infatti si ha OF ; QA:\ Off:: OL, ovvero e : a :: a : OL, 
perciò Q L = OL> = d. 

Si noti che per l'ellisse, d è maggiore di a, mentre nel- 
l' iperbola, d è mincre di a. 
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metrico dei plinti in cui il rapporto delle distanze, di ciascun di 
essi da un punto fisso e da una retta che disti dal centro per ~-, 
è sempre una quantità costante rappresentata da — -, si avrebbe 



un'iperbola di semi-asse trasverso a e semi eccentricità c, 
purché a 1 — e a fosse una quantità negativa. 

La definizione del diametro è la stessa di quella data nel 
§ 41 : e con gli stessi calcoli e raziocini! si perviene al- 
js 

l' equazione T = -^j- % P 6 ' diametro dell' iperbola di semi- 
asse trasverso a e semi-asse immaginarlo à, ove X ed Y 
rappresentano le coordinate correnti di questo diametro, -^j 

il suo coefiìciente angolare, e p il ooeffioiente angolare d' una 
corda ohe questo diametro divide per metà; poiché l'equazione 
del diametro dell' iperbola non deve differire se non dai segno 
di i*da quello dell'ellisse. Siccome l'equazione del diame- 
tro è di primo grado in Xed Y, ne segue che i diametri 
sono rette che passano per l'origine, la quale nel nostro 
caso è il centro della curva. 

Cohollabio 1.' — Il prodotto dei ooefflcientl angolari del 
diametro e di una corda che questo divide per metà è una 
quantità costante rappresentata da cosi chiamando fi' 

il coeffloiente angolare del diametro, si avrà pp' = 

Corollario 2.' — Neil' iperbole equilatera essendo ò~ d, 
ne viene che £5' = 1, cioè un diametro ed una corda ohe 
esso divide per metà, formano con l'asse trasverso angoli com- 
plementari. ' 

CoaoLLtaio 3.° — Congiungendo il centro 0 {Fig. 1\) 
col punto Q mezzo della corda MS il diametro 0 Q divi- 
derà per metà tutte le corde dell' iperbola parallele ad ME; 
e dai punto N ove questo diametro incontra la curva, ti- 
rata la retta NE tangente all'iperbole, si dimostrerebbe some 



DigiiizGd by Google 



- 110- 



per r ellisse , che- questa retta Ni( resta parallela alla corda 
M S, e viceversa. 

La definizione delle corde supplementari e è la stessa di 
quella data per l'ellisse nel § 41. 

Il prodotto dei caefilcieoti angolari di due corde supple- 

mentane sarà aDoora — 3-, poiché questo prodotto deve difV 

ferire solamente dal segno di f*, da quello avuto nel caso 
dell'ellisse. 

Sia EK [Fig. 72) un diametro, M E ed MK saranno due 
corde supplementarie , tirando 0 G parallela ad ME, questa 
come per l' ellisse, surà un diametro che divida per meta la 
corda MK, cosi tirando 01 parallela ad MK, questa dividerà 
per metà ME. Dunque un diametro parallelo ad una corda 
divide per metà la sua supplem cataria e due diametri paral- 
leli a due corde supplementarie vengono ad avere per pro- 
dotto del loro coefficienti angolari , ed è perciò che ven- 
gono detti, come nell'ellisse ancora, diametri coniugati del- 
l' iperboli. 

§ 60." 
untatoli. 

Dicesi assinlolo quella linea alla quale continuamente si 
avvicino un ramo d'una curva senza mai incontrarla in 
modo che la distanza fra 1' assiritoto e la curva può diven- 
tare una quantità pia piccola di qualunque quantità asse- 
gnabile. 

Gli assintoti sono rettilìnei o curvilinei; noi considereremo 
solamente gli assintoti rettilinei. Dalla stessa definizione del- 
l' assìntoto si scorge ohe esso può considerarsi come una tan- 
gente il cui punto di contatto è all'infinito. 

Se AB { Fig. 73 ) è una retto d' equasìone y = i x -t- p , 
la y di questa equazione rappresenterà un'ordinata di questa 
retta, per ea,, NP. 
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La M P ordinata della curva essendo composta di NP ed 
MN, se si chiama la M JV con V, sarà uguale a: 

è x + 1 ■+■ r. 

Ora se le coordinate correnti della curva le chiameremo 
ancora con a ed y, sì avrà, y = 3 V, nella quale 

si noli che il V può essere positivo o negativo, secondoebe 
la curva si trova al disopra o al disotto della retta A B. 

Dividendo un membro e l'altro dell'ultima equazione pera, 
.,„„ JL=»H..fc±JL, 

supponendo che x accresca numericamente in questa equazione; 
la V decrescerà, e quando v = ± co la V sarà zero, e V. ul- 
timo termine del secondo membro diventerà allora ~ ' — = 0, 

e si dirà che il limite di -|- por X = ± co è uguale a 3, 
e ciò si esprime » = llm. e si deduce che per avere 

il i coeffloienta angolare dell' assintoto , bisognerà fare il 
rapporto tra l'ordinata della curva e la sua ascissa, e de- 
durre il valore di questo rapporto quando a = ± od. 

Per determinare la posizione dell' assintoto bisognerà tro- 
vare il valore di £ dall' equazione y = Sz-\-p-\-V, il quale 
è P = y — * x — V. 

Ora supponendo in questa formola a;= co, e sapendo 
che allora F=0si hap = lìm. — 3 Xy cioè dall'or- 
dinata dalla curva togliendo il ó" gii trovato moltiplicato per 
x, ed indi nel risultato facendo x — z*r. (», si avrà il p. 

Corollario 1.* — Si avrà l'equazione dell' assintoto sosti- 
tuendo i valori di p e 3 nell'equazione y~ix-+-ft; ed 
esso perciò si potrà ancora costrurre. 

Corollario 2.° — Le curve chiuse naturalmente non hanno 
assùrtoti, ma vi sono ancora dulie curve con rami infiniti 
che non hanno assintoti, tale si vedrà che ò la parabola. 

Corollàrio 3." — Se si ha per risultato (3 = 0 senza che 
3 sia zero, ciò esprime che l' assintoto passa per l'origine, 



se invece 3 = 0 senza ohe lo sia p , ai deduce che l' asin- 
toto è parallelo all'use delle x. 

Coboliabio 4.' — Se P = 0 e 3 — 0 ciò significa che 
l'asse delle X è 1' «asintoto. 

Cosollabio 5.* — Quando p = 0, 3 = ± od l'assintoto è 
l'asse della y. 

ConoLLàHio 6." — Se p viene ± o=, e 3 0, la curva non 
potrà avere asintoto. 

Cohollàrto 7." Per avere J e p bisogna fare nelle espres- 
sioni che danno queste quantità x=±.a>, ora in molti 
casi prima di far ciò è necessario praticare delle apposite 
riduzioni e trasformazioni che solamente la pratica e gli 
autori possono insegnare. 



L'equazione dell' iperbo la sotto forma esplicita è: 



nella qaale dividendo un membro e l' altro per a; si ha : 



n valore ohe prende il secondo membro per » = ± co 
sarà il coefficiente angolare deli' assintoto , cosicché: 



Ma dalla teoria precedente degli assintoti si è trovato: 



nella quale mettendo per y il valore che dà l'ordinata della 
iperbola in funzione della X , e per 8 il valore testé trovato. 







. US* 

Considerando in questa per oca adamante il segno meno 
tra i termini in parentesi, ai ha ancora: 

(3 — lim. -j- 1 + tfx* — a* — x j 

e moltiplicando e dividendo questa espressione per \ &— a»-)-s, 
abbiamo : 

e = „ m . i. ( ;'-•'—" ) = „„. ± — . 

nella quale facendo # — -±: <=, ai ha fi = 0: lo stesso risul- 
tato si avrebbe considerando il segno + tra i termini in 
parentesi ed il — avanti al radicale. 

Sostituendo il valore di 3 e quello di fi nell'equazione 
y = i* + (3, si ha: 




Danqae l'iperbole ho due asaintoti, ilei quali uno ha per 

equazione y = -h — x e V altro y = — a, perciò essi 

sono rette che passano per l'origine. 



SI faccia con gli assi, come dalla (Fig. 74) si vede, il 
rettangolo MNHP con 2 a e 2S per lati, si tirino le dia- 
gonali B M e PN, dico die queate sono gli assiutotì. 

Infatti esse passano per l'origine, e di più essendo: 
KA = OAUwg.MOA, 
sarà: tang. MOA = ^j-=±-, 
cioè la retta OAf fa coli' asse delle X un angolo, il cui coef- 
ficiente angolare è + — , perciò è un asaintoto. Analoga- 
mente si vede che la retta OiVfa coli' asse delle a un angolo, il 
cui coefficiente angolare à perciò à l'altro asslntoto. 



- Ili - 

Corollario I* — Nel caso di a=l, cioè dell' iperbola 
equilatera, la figura HNEP resta un quadrato, allora gli 
assintoti sono rette che passano per l'origine, e bisecano gli 
angoli degli assi; perciò sono tra loro perpendicolari. 

Corollario 2." — Chiamando 7 e 7' 1 coefficienti angolari 
di due diametri coniugati, si ha Ti — ~jjr> ' a quale ci 

mostra che se 7 = -|- sarà ■/ = -j- , e se -, = ~- sarà 

■/' = — , ed in questo caso i diametri si riducono alle 

diagonali MS e NP del rettangolo fatto sopra 2a e 2S, 
cioè ogni assintoto è un sistema di diametri coniugati. 

Corollario 3.° — Di due diametri coniugati uno incontra 
V iperbola e l'altro non l'incontra: tutte le rette comprese 
nell aagolo MON, figura 74, passanti per 0 sono diametri 
che incontrano l'iperbola; ma i coniugati a questi non l'in- 
contrano, ed essi dividono per meta corde che cengiungono 
due punti che stanno sopra rami diversi di una stessa 
iperbola. 

Corollario 4.° — Nel cnso dell'iperbola equilatera ■/■/' — 1, 
cioè due diametri coniugati 0 due corde supplomentarie, 
fauno angoli complementari con l'asse trasverso. 

CuiiOLL.uiio 5.° — Si può condurre una tangente all' iper- 
bola parallela ad una retta dal» L 8, figura 71. 

Infatti conducasi nna corda M II parallela ad L S, si tiri 
il diametro 0 G che passi pel mezzo di MB, si avrà il punto 
JV ove esso incontra ia curva, pel quale condotta una retta 
parallela ad Zi, questa sarà la tangente domandata. 

Questa costruzione resta giustificata da ciò che precede, 
ed è facile riconoscere, che U problema tì possibile solamente 
quando la corda M II incontra, come nella figura 71 si vedo, 
un solo ramo dell' iperbola. 

Corollario 6." — Come per 1' ellisse può dirsi che gene- 
ralmente vi sono due sistemi di diametri coniugati che 
fanno un angolo dato, ma non è, come per l'ellisse, che 
l'angolo di due diametri coniugati 0 compreso tra certi 
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limiti, poiché l'angolo acuto di due corde supplemento rie può 
avere tutto la grandezze possibili ila 90' a zero. 

Cobollmìio 1° — Gli assi dell' iperbola sono diametri co- 
niugati rettangolari, e questi ed il centro si trovano, come 
fu detto per l'ellisse nel § 42. 



§ a: 

Iperbola rapportata al suoi diametri 



Facendo gli stessi calcoli e ragionamenti che si fecero nel 
§ 43 per l'ellisse, cangiando solamente il segno a }*, si 
avrebbe per l' equazione dell' iperbola, rapportata a due dia- 
metri coniugati: 

a"y" — i^x ,t = — o' 1 !'*, oppure = — 1. 

In questa x' ed y sona le coordinate correnti, ed a' e V 
i semi-diametri coniugati, ai quali l' iperbola è riferita. 

Cosolluiio 1.* — Como si fece per l'ellisse nel § 44, si 
proverebbe l'esistenza della forinola: 

ove Veda sono gli angoli che due diametri coniugati fanno 
con l'asse positivo delle X: e questa forinola ci mostra che 
il rettangolo fatto dagli assi come lati, è equivalente al pa- 
rallelogrammo fatto da duo diametri coniugati. 
Cosi ancora si troverebbe la forinola: 
a' — S* = a** — V*, 
la quale non differisce da quella trovata nel § 45 per l'el- 
lisse se non dal segno di b 1 , ed essa c'indica che la diffe- 
ferenza dei quadrati fatti sopra i semi-assi, è equivalente 
alla differenza dei quadrati fatti su due semi-diametri co- 
niugati. 
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Siano O/T'ed OK, figura 74, i duo assiutoti dell' iperbola di 
semi-assi a a è, prendasi Oif'per asse delle ir" ed OK per 
quello delle f, i chiaro che si dovranno trasformare nell'e- 
quazione dell'iperbole a s j* — 6 1 x i = — rt s ì s , le coordi- 
nate x ed y in x' ed y' per avere l'iperbola riferita ai suoi 
assiutoti. 

Prendendo le forinole che servono per passare da assi ret- 
tangolari a qualunque, le quali sono: 



Si vede che bisogna determinare sen. «, eos. a, sen. «' e 
cos. a', onde in queste formole sostituirle, e ciò può farsi nel 
seguente modi), ltam meni andò obc a è l'angolo che il nuovo 
asse delle x' fa con quello delle x, e che a' è l'angolo che 
il nuovo asse delle y' fa pure con quello delle a, avremo: 
sen. a' = sen. HO A, cos. a' = cos. M OÀ, 

perciò: 

,_ MA MA _ 6 

sen a - ou ~ CW+Ts» ~ V ' 

, QA OA a 

Qas a — qm — y jj-g + —, — [, a i + bì • 

Ora sapendo che: 

sen. a = sen. (300' — A 0 N) = sen. [360* — «•), 
e che : sen. (300° — a') = — sen. a', 

perciò- sen g= J=L- 

per avere il cos. a si noti che esso È quanto il coseno di a', 
essendo « = 300* — a', da dove cos. « 



sostituendo questi valori nelle precedenti stabilite farmele che 
ci danno x e y, si arra: 

i quali valori di a ed if messi nell'equazione dell' iperbola, 
che è. o s y s — 8»«* = — o'S 3 , 

si avrà: 

ovvero ab a* + à* 0 8 ' 

sviluppando: 

— 2 g' a' + g' 1 — <s'' — 2 a' y 1 — y" 
^Tji =~ 1 ' 

e riducendo : W +'s i" = ~ 1 ■ 

cangiando di segno e levando il denominatore, sì ha: 
4s'y' = a 5 -+- ì 9 , da dove a;' y' = (a* + S 1 ) , 
e questa è l'equazione dell' iperbola riferita agli assintoti. 
In generale la quantità -i- (n* + i*) si esprima con m>, e 

dicesi potenza dell' iperbola; cosicché l'equazione dell' iperbola 
riferita agli assintoti è a' y' = m a . 

Cobol la aie X." — Nel caso ohe a — b, cioè dell'iperboli 

equilatera , *' y' = —g- 2 o 1 , ovvero a' if = — re*, equazione 
dell' iperbola equilatera riferita agli assintoti. 

Coholdlbio 2," — Dalle cose dette si scorge che se da un 
punto A' dell' iperbola si conduce una. tangente alla Etessa, 
questa resterà parallela al diametro coniugato di DJ', e 
darà A' JI~A'S {Fig. 75). Se dal punto A' si conducono 
due rette A' Q ed A' B parallele agli assintoti , essendo : 

A'H=A'K, sarà QH=OQ, 
ed i triangoli OQA' ed A' Q,S saranno equivalenti, ma 
0 Q A' ù equivalente ad ORA', si avrà il parallelogrammo 
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ORA! d equivalente al triangolo OA'H; da dove ne con- 
segue che l'area di un parallelogrammo formato dagli assiri, 
toti e dalle parallele a questi condotte da un punto della 
curva, è uguale all' ottava parte del parallelogrammo costrutto 
sopra due diametri coniugati, ed al rettangolo fatto dagli 

Corollàrio 3.° — Chiamando x ed y le coordinate di un 
punto, per es , A' dcL iperbole r.spettu agli assalitoti. 0 I an- 
golo degli assiti tot i farà i y seo ', I area del parai leiogramcio 
fatto dagli assinloli e dalle parallele a questi condotte ila A\ 
mentre 4 a b è 1' arca del reV-aogulo iLegli usai. Cosi per le 
cose dette si avrà: 

■rysen-o = -^p, ciué xy = g ^ fl ; 
questa è parimenti 1' equazione dell' iperbola rapportata agli 
assìntoti, ed " 6 — e la potenza dell' iperbola. 



§ 68.' 

Data nn' Iperboli» e le coordinale di un ponto di e»aa, 
determinare il valore della lunghezza della Tan- 
gente, Normale, Dodo-Tangente e Sotto-Xormale 
In facilone delle coordinale di quello ponto. 

Siano x' ed y' le coordinale d'un punto M, figura 65, di 
un' iperbola di semi-assi a e 6 : ncll' equazione della tangente 
che passa per M che o atyy' — ftxx' ~ — a*}*, se si fa 
y = 0, si dovrà mettere per x la 0 T ascissa corrispondente 
all'ordinata zero, perciò si ha: 

— b*x' 0T= — a'ì», OZ- = -|L, 
ma: PF=OP— OT, 

si avrà per la sol lo-tan gente : 




DigitizGd &/ Google 



- ii9 — 

o per la tangente: 

analogamente se ai fa nell'equazione della normale all'iper- 

tola, che e y — y' = frfr- I" 1 — *1 la J = 0 > bisogna 

sostituire per x la ON asoissa corrispondente all'ordinata 
aero, cosi si ha: 

-r— -55- «>»-«'), 

da dorè: OJV— s' = -~r~> ovvero tfn = — jr" • 

ConoLLARio 1.° — Facendo in questo formolo d = 6 esse 

Corollàiiio 2.' — Facendo nella forinola che ci dà la 
ì> 3 x' * a 
sotto-» ormai e, che è A= - — ^ — la x' = n, si ha = — , 

il che mostra che avvicinandosi il punto Jfal vertici A ed A', 
la sotto-normale tende al suo miuiino valore che è , e 
nei punti A ed A' , acquista questo valore. 

ConoLL\Rio 3.° — Se neU' equazione dell' iperhola data 
esplicitamente : y — -5- l^x 2 — a*, 
si fa a! = e, si avrà F M, figura 70, ordinata dell' iper- 
bola ohe passa pel foco, perciò FM — Ve 3 — n s , ma 
i* 

e 3 — a 3 = J 9 dunque Fif— , da dove ne consegue che 

l'ordinata che passa pel foco e uguale al valore che acquista 
la sotto-normale nei vertici, e questo valore, come per l'el- 
lisse, dicesi seiai-paramelro dell' iperhola, cosi il parametro 
dell'iperbola ò ancora, come fu per l'ellisse, la doppia ordi- 
nata che passa pel foco. 
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EQUAZIONE DELLA PARABOLA 
e phophieta di questa curva dedotte dall'equazione. 



§ gì: 



Si è visto che nell'equazione generale: 

Ay ì -\-Bxy-hCx ì -i-Dy-hBx-i-F^O, 
la quale puù rappresentare ellisse, iperbola o parabola: nel 
caso della paranoia passando da assi ad assi paralleli non 
possono sparire i termini con le coordinate alla prima po- 
tenza; perchè altrimenti la nuova origine avrebbe le coor- 
dinate infinite; si passi perciò con le note forinole: 

x = x' cos. a — y' sen. a , y = x' sen. a -4- y' cos. a 

da assi ad assi rettangolari, potendo i primi sempre supporsi 
rettangolari, e con questa trasferii! azione si potrà, in virtù 
della indeterminazione dì angolo che il nuovo asse delle x' 
fa con quello antico delle x, stabilire un'equazione ili con- 
dizione, e questa potrà essere il cneflìcienle del termine con 
x' y' uguale n zero; uaA resterebbe allora un' equazione delia 
forma: Mtf* + Ntì*-*- Ptf + Q x' + R — 0, 
ma in questa non essendoci termini! col rettang-olo, il B della 
generalo espressione B ì — iAC e zero, come A = M, C = N 
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cosi ai ha in questo osso — 4 MN= 0; e perchè oiò sia, 
M, oppure iV, (lev' essere aero; supponiamo N= 0, e chia- 
mando accora le coordinate correnti di questa curva con x 
eil y, si ha per la sua equazione: 

My* -|-.Py-h Qx + E = 0. 
Da dove si deduce che passando da assi ad assi rettango- 
lari, restando la stessa orìgine, e determinando conveniente- 
mente a, cioè l'angolo che il nuovo asse delle s' fa con 
quello delle x, l'equazione della parabola si riduce alla forma: 

Uf-t-Py-h Qx-hM = 0. 
Facendo in quest' equazione x — x' ■+■ a, ed y = y' -+- i, 
si viene a passare da assi ad assi paralleli, e si avrà: 

My* + %M i V -t- Mi» + Pp ■+■ P 5 -+- G«' + Q *+ B = 0, 
My-* + [Z3fb + P)if+ Qz' + MP + PÒ + Qa + M = 0. 

In questa i s i ohe sono le coordinate della nuova ori- 
gine, possono essere qualunque; in virtù della loro indeter- 
minazione, si potranno stabilire altre due equazioni di con- 
dizione, ed esse sicno; 

2JfJ + 2> = 0, MP-hPi + Qti-hR = 0, 

dalle quali si potrebbero determinare queste a e ì. L'equa- 
zione della parabola in questo modo sarà ridotta alla forma 
My z -\- <}% = $, ove a ed y fanno le veci delle precedenti 
x' ed y' ; e perciò rappresentano le coordinate correnti della 
parabola. 

Do tutto ciò ne segue che nell'ellisse e nell'iperbola si 
può ridurre l'equazione generalo di secondo grado a due 
incognite, come si disse nel § 20, passando prima da assi 
ad assi paralleli, ed indi da assi ad assi rettangolari; ma 
per la parabola, onde scmplioizzare l'equazione, bisogna prima 
passare da assi ad assi rettangolari, restando la stessa ori- 
gine, e con ciò si può far perdere il termine col rettan- 
golo, ed il termine col quadrato dell'ascissa; indi passare da 
assi ad assi paralleli , e con ciò si può far perdere il ter- 
mine con l'ordinata alla prima potenza, ed il termine noto. 
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Dunque la parabola può essere espressa da un'equazione 
della forma Mf-\- Qx= 0 ohe ci da = ^ s, cella 

quale chiamando ~ con 2p si riduce a y t = 2px. 

In questa * ed y sono le coordinate correnti, e 2p e una 
quantità costante detta parametro della parabola. 

Siccome per ut — 0 in questa equazione risulta, y = 0, ne 
consegno che questa curva passa per 1' origine delle coordi- 
nate, la quale diceei anche vertici: della parabola. 

L'equazione y 1 — 1p x ci dii y = ± l^ijÌT, e questa di- 
cesi equazione della parabola data esplicitamente. 

Siccome quando p è positivo per ogni valore positivo della x 
corrispondono due valori uguali e di segno contrario della y, 
si deduce che la curva è dalla parte dell'asse delle x posi- 
tive, e che quest'asse divide la curva simmetricamente. 

Si noti che quest'asse delle a dicesi ancora asse della pa- 

La curva avrebbe i suoi rami rivolti dalla parte dell'asse 
delle r negative se p fosse negativo. 

Per i punti della parabola si ha evidentemente: 
y* — 2pz = 0, 
per i punti fuori di essa essendo le ordinate màggiorì di 
quelle della curva, si avrà y 1 — %p x > 0 ; cosi per i punti 
dentro alla parabola, si avrà y* — 2px < 0. 

Se si fa OP = x, Pif=?y [Fìg. 7G] l'equazione y* = 2px, 

darà: PlP = »p X OP, 

e per un altro punto N: 

QN > =2pXOQ, 
le quali divise in ordine, danno: 

PM 1 _ OP 

da dove si deduce che nella parabola i quadrati delle ordi- 
nate stanno tra loro come le loro corrispondenti ascisse. 
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§ es. 1 

Foco 

Le definizioni del foco e del raggio vettore, sono le stesse 
ili quelle date per l'ellisse. 

Sia ff, figura 70, questo foco, si chiamino a; 1 ed y' le sue 
coordinate: aia M un punto qualunque della curva, le sue 
coordinate saranno espresse da x ed y; facendo OJf = tf, si 
avrà; **=(»— *')* + (jf — }/>)*, 

che sviluppando, dà: 

iJ a = a? — 2 x £ + af 4- y* — 2 y y' + y* , 
ma dall' equazione della parabola si è avuto y =s [/TjT£ ; la 
quale sostituita nella precedente dà : 

i* = sc> - 2 « sf -h a 1 » + 2 p i — 2 jf (T5JÌ -f- j'i 

Ora per esser questa razionale in x per qualuuque valore 
si dia a questa ascissa, è necessario al solito che y' sia zero; 
cosi l'equazione precedente si riduce a: 

a* = a?~ %{at— p)ot + ofl. 
Ma perchè questa aia razionale in a è necessario ancora che 
la metà del coefficiente del secondo termine al quadrato sia 
uguale al terzo termine, cioè è necessario che si abbia: 

(a'—p^ = as* 
che sviluppando : x' x — 2 p af + p 1 = aP, 
«ducendo: — Iptf p s = 0 , 

e dividendo per p: — Sa' -hp = 0, 
ovvero: p = %x' da dove %' ss 

Le coordinate del foco sono dunque y' ss 0, ed x' = -^j-, 

cioè la parabola ha un sol foco ed esso si trova sali' asse 
delle e e la sua ascissa, ovvero la sua distanza dall'origine, 
È uguale al quarto del parametro. 

Prendendo dunque O.F=^|-il punto E sarà il foco della 

parabola. 
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Della direttrice della Parabola , una proprietà rlnpetlo 
al Vertice, ni Foco, al palili della Curia ed al punti 
fuori e dentro di essa. 

La definizione della direttrice è la stossa di quella data 
nel § 40 per l'ellisse. 

Sia DE, figura 7fi, la direttrice; si tiri il raggio vettore MF 
e la retta M £ perpendicolare alla direttrice: dalla stessa 
definizione si riconosce che si deve avere per — ^j^- una 
quantità costante; ma essendo <f a = a£ — 2 (x' — p) a -+- a'* 
ed avendo trovato a'=~- sostituendo questo valore nella 
precedente, si ha: 



ed estraendo la radice, si ha infine t = s-t--^-, e questa 

ci dà la lunghezza del raggio vettore, cioè MF — x + ~~ 
Chiamando con d la distanza della direttrice dall'origine, 
sarò OD = d, ed ML = PD = PO+OD = x-i-d; cosi 



si ha: 




Questo risultato è costante per qualunque valore di e se 
d — ed es?» allora diventando l'unita ci da MF = ML, 




la quale riducendo, dà: 



9* = 3 * + p x .+ -£-, 
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da dove si deduce che tutti i ponti della paratola sono 
ugualmente distanti dal foco c dalla direttrice. 

Corollario 1." — Da ciò elle procede risulta die la direttrice 
della parabola si discosta dall'origine pel quarto del para- 
metro, cioè di tanto per quanto il foco si discosta pur' esso 
dall' origine, la quale 0 nel vertice della curva. 

Corollario 2." — Sarà fucile determinare il foco e la diret- 
trice della parabola quando e dato il vertice 0 l'asse Ox, 
ed il parametro di questa eurva. 

Infatti si prenda il quarto del parametro, si porti da 0 in F 
si avrà F per il foco , si porti da 0 in D, si elevi D K per- 
pendicolare all'asse Oz: questa per ciò clie fu detto sarà la 
direttrice della parabola. 

Corollario 3.' — Qualunque punto dentro la parabola è 
più vicino al foco che alla direttrice. 

Infatti sia N (Fig. 77) un punto dentro la parabola; con- 
ducasi NL perpendicolare allu direttrice SK, sì tirino NF 
ed MF, si ha dal triangolo NMF che NF < NM+ MF, 
ma MF — ML; si avrà NF < NL, che è quanto si voleva 
provare. 

Corollario 4° — Qualunque punto G fuori della parabola 
è più vicino alla direttrice che al foco. 

Infatti conducasi 6 S, figura 77, perpendicolare alla diret- 
trice, ai tiri GF ed ML parallela a GS, si ha GS < GL; 
ina GL< GM-hMZ, sarà GS< GM-h ML, ed essendo 
ML — MF, si ha infine GS < GF, che ò quanto si voleva 
provare. 

Cobollabio 5.' — I soli punti dunque equidistanti dal foco 
e dalla direttrice sono quelli della parabola. 

Corollario 6.' — Viceversa il luogo geometrico dei punti 
equidistanti da un punto e da una retta data, forma una 
parabola, in cui questo punto ù il foco, e questa retta è la 
direttrice. 

Infatti sia M, figura 76, un punto di questo luogo geome- 
trico, e sìa F il punto ed OK la retta data, facciasi: 

OP = x, PM=y, 
si chiami DF con p, distanza tra U punto e la retta data, 
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il punto 0 mezzo di D F, apparterrà evidentemente a questo 
luogo geometrico, e sarà D 0 = OF = -^"P- Dovendo es- 
sere poi MF — MI,, ai avrà: 

MF* = ML i , ovvero MP 1 -i-TT 3 = D P\ 
e mettendo per le linee i loro valori, si ha: 

e sviluppando: 

y* ■+■ a* — p a+ = x» ■+- p x ■+- , 

e riducendo si ha infine y* = %p x. 

Essendo questa l'equazione della parabola, resta dimostrato 
ciò ohe si voleva. 

§ G7.* 

Descrizione della Parabola per punii 
e per moto con (Inno. 

Dato il parametro ohe chiameremo 2p descrivere la parabola. 

Si prenda sopra una retta, la quale vuoisi che sia l'asse 
della parabola, 0D= OF — -|- [Big. 78), cioè una quan- 
tità uguale al quarto del parametro; cosi sarà determinato 
il foco e la posizione della direttrice della parabola che si 
vuol descrivere. 

Da un punto qualunque P dell'asse si elevi un'ordinata 
indefinita ; dal punto F come centro con un raggio uguale 
a PO, si descriva un arco, che incontrerà l'ordinata ed il 
suo prolungamento nei punti M ed il' ; analogamente si 
faccia per un'altra ordinata: si avranno cosi un numero 
qualunque di punti che uniti con linea MOM' descritta con 
mano libera, si avrà la parabola domandata essendo tutti i 
punti di questa linea, equidistanti dal foco e dalla direttrice. 

Si descrive la parabola per moto continuo nel seguente 
modo. 
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Si appoggi il cateto KL d'una squadfetta [Fìg. 79) alla 
direttrice. Si loghi un filo flessibile ed inestensibile in E di 
lunghezza HL, e l'altra estremità si fissi in F. 

Si metta in M una matita in modo che restando disteso 
il filo Fìf, essa si appoggi continuamente alla squadretta. 
Indi sì dia movimento alla squadretta lungo la direttrice, il 
punto M descriverà la parabola ; poiché essendo M F = ML, 
tutti 1 punti di questa curva sono equidistanti dal foco e dalla 
direttrice. 



a Tangente nlln Pnrnboln, 



unii costruitone e sue proprietà- 

Prendendo due punti sulla parabola uno di coordinate x' 
ed y 1 , e l'altro di coordinate x" ed y" l' equazione della retta 
che passa per questi due punti, si sa che è: 



ma passando nncora la parabola 
avranno le due equazioni di condizione: 

y" 4 = 2p*' ed y" 2 — 2px", 
che sottraendolo, danno: 

V* — y* = %pW- a >), 
da dove : [y' — y") [y' -+- y") = 2p — a;") , 

e perdo: J^ZlL , 

x' — a" y -+- y' 
la quale espressione sostituita nell'equazione della retta che 
passa per i due punti, ci dà: 

'-'-WTF 1 '-' 1 - 

e questa è evidentemente l'equazione della secante. 

Supponendo nella precedente equazione y' — y' , i due 
punti ai riducono ad un solo, e la secante diviene tangente, 



cosi: V -y' = -£-(a> — a"), 

sarà l'equazione della tangente alla paratola. 

Si noti ohe il coefficiente angolare di questa retta è -j^-, 
ohe a' ed y' sono le coordinate del punto di contatto, ed 
x ed y le sue coordinate correnti. 

Cobollìbio 1.° — Se si fa coesistere l'equazione: 

f —V = -y- (*' — ffl'}, 
la quale esprime che la tangente passa pel punto di coor- 
dinate a" ed y" con l'equazione y* = 2px', la quale esprime 
che la parabola passa pel punto di coordinate x' ed y", si 
avranno due equazioni ohe se si sciogliesse™ rispetto ad x 
ed y' ci darebbero le coordinate del punto di contatto. 
Cosollabio 2.° — Facendo nell' equazione della tangente 

che è : y — y' = ~- (x — x'} , 

la y = 0, si dovrà mettere por x la OT [Pìg. 80) ascissa 
corrispondente all'ordinata zero, e si avrà: 
— y=-£r (OT — a-), 
dalla quale togliendo il denominatore, si ha: 

— y^=p(QT — x-), ovvero OT — x' = 

ma essendo: y' 3 = 2px', 

Si avrà: OT—x' = — % ' PX ' = —%af, 
P 

dalla quale: 0 T = — 2 x- -+- x' = — H. 

Questa ci mostra che OT= OP, ovvero P T che è la 
sotto -tangente resta uguale al doppio dell' ascissa corrispon- 
dente al punto di contatto. 

Couollamq 3.° — lissendo FT = OT-h OF sarà: 
FT = x- + ^T?, 

ma il raggio vettore MF = &-\- \- P: perciò il triangolo 
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MFT sarà isoscele, a siccome ML è parallela a TF, sarà 

ang. i if J 7 = ang. 21/" 2" 
ma: ang. MTF = ang. J-JW?; 

dunque ; ang. LMT — ang. TM F, 

ovvero la tangente alla parabola divide per metà l'angolo 
ohe il raggio vettore fa con la perpendicolare alla direttrice 
abbassata dal punto di contatto. 

Corollario 4,* — Avendo trovato che ìfP =ML, ed 
ang. LMT = ang. TMF, ne consegue ohe M T è perpen- 
dicolare ad LF, e divide questa retta per metà. D'altronde 
essendo Oy parallela a DK, ed OF = OD, la retta LF 
sarà anche divisa per metà dalla retta Oy, da dove si con- 
clude: I." La tangente, la perpendicolare all'asse della para- 
bola elevata dal suu vertice, e la retta che unisce il foco col 
piede della perpendicolare abbassata alla direttrice dal punto 
di contatto, concorrono in imo stesso punto; 2." La retta che 
unisce il foco con il piede della perpendicolare abbassata alla 
direttrice dal punto di contatto, è divisa dall'asso dulie y in 
due parti uguali. 

Corollario 5.° — Da ciò che precede si ricavano tre modi 
per condurre una tangente ad una parabola da un punto 
dato sopra di essa. 

1,* .Sia M , figura 80, il punto dal quale sì vuol condurre 
la tangente, si porti l'ascissa 0 P da 0 in T, si tiri TX; 
questa sarà la tangente alla parabola nel punto M. 

2. 1 Si porti il raggio vettore PM da P in T, si tiri TU; 
questa sarà ancora la tangente alla parabola nel punto M. 

3." Si determini il piede L della perpendicolare abbassata 
da M alla direttrice, si unisca il punto /. col foco F, la 
retta PL incontrerà l'asse delle y in A, congiunto il punto 
A con M, si avrà una retta T M che sarà la tangente do- 
mandata. 

Queste tre costruzioni restano giustificate facendo vedere 
che qualunque punto, per es. 2" della retta T T', eccettuato 
il punto M, & fuori della parabola. Infatti con tutte e tre 
le costruzioni si ha sempre TT perpendicolare nel mezzo 
di LF, perciò TF=FL, raafiè maggiore di T 8 
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perpendicolare abbassata da T sulla direttrice; perciò ne 
risulta che T F ' > T' S, ovvero il punto 7" , e cosi qualun- 
que punta della TT\ eccettuato M, essendo più vicino alla 
direttrice che al foco, è fuori della parabola. 

Coeollabio 6.° — Dal precedente corollario risulta clic la 
bisettrice dell' angolo che il raggio vettore fa con la per- 
pendicolare alla direttrice abbassata dal punto dì contatto ò 
tangente alla parabola. 

ConoLLinio 7.° — Come ancora risulta dai precedenti prin- 
cipi! che la tangente alla parabola nel suo vertice 0 è per- 
pendicolare all'asse della atessa. 



S 

Problema. 

Da un punto dato T' , figura 80, fuori d'una parabola, 
condurre a questa una tangente. 

Si tiri T'F, si descrìva col centro T e raggio T' F un 
arco di circonferenza che incontrerà la direttrice in due punti, 
per ea. , L ed L\ si tirino le rette LF ed £' F, si uniscano i 
punti A ed A', ove queste incontrano la perpendicolare Oy 
elevata all'asse dal vertice 0 con il punto T\ si avranno due 
rette T M e T M' , che saranno tangenti alla parabola. 

Infatti considerando che i triangoli LSfF, LT'F, L'T'F, 
ed W L' F restano tutti isosceli, si vede che queste retto 
dividono per metà l' angolo clic il raggio vettore fa con la 
perpendicolare abbassata alla direttrice dal punto di con- 
tatto; perciò saranno tangenti alla parabolu. 

CoiiQLLAmo 1.° — Si vede che il problema in questo caso 
ha due soluzioni; ma se il punto T fosse sulla parabola 
l'arco descritto col raggio T' F avrebbe per tangente la di- 
rettrice; perciò il problema allora avrebbe una sola solu- 
zione. 

Conor.LÀRio 2." — Se il punto T' fosse dentro la parabola, 
evidentemente il problema sarebbe impossibile; e geomotri- 
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camente ciò si riconosce, considerando che l'arco che ver- 
rebbe descritto in questo caso con centro T' e raggio T'F, 
non incontrerebbe la direttrice. 

Corollario 3.' — Se il punto, pel quale si vuol condurre 
la tangente, fosse in 8, figura NO, cioè sulla direttrice, biso- 
gnerebbe, secondo le regole stabilite, far centro in £?, e con un 
raggio uguale a QF descrivere un arco, il quale incontre- 
rebbe in due punti L' ed L' la direttrice; poscia condurre 
le rette L' F ed L° F, ed indi bisognerebbe abbassare da 17 
le perpendicolari a queste ultime rette per avere le tangenti. 

Corollario 4* — Le perpendicolari abbassate da G sopra 
L" F ed L' F, restano ad angolo retto, poiché sono rette 
perpendicolari ai lati dell'angolo retto L" FL'. Dunque le 
tangenti condotte da un punto della direttrice alla parabola 
sono ad angolo retto, e reciprocamente il luogo geometrico 
degl' incontri delle tangenti tra loro perpendicolari d' una 
parabola, costituiscono la direttrice della stessa. 

Cobollario 5.° — Siccome i punti A ed A' , restano piedi 
delle perpendicolari abbassate dal foco F sulle tangenti MT 
ed M' T della parabola, si deduce che il luogo geometrico dei 
piedi delle perpendicolari condotte alle tangenti dal foco di 
una parabola, costituiscono una retta parallela olla diret- 
trice che passa pel suo vertice, la quale nel nostro caso forma 
l' asse delle y. 

Corollario 6." — Avendo trovalo nel § (50 che per avere 
il valore di 3 coefficiente angolare dell' assintoto, bisogna 
usare la forinola: 



pel caso della parabola d'equazione y* = 2p$, si ha: 





cosi avendo ancora la forinola: 




Digitized by Google 



— m ~ 

essa si riduce, nel caso della parabola in cuiy= Cipc e * = 0, 
a:' P = hm^(/1F7^ == :t oc. 

Avendo dunque per la parabola i = 0, e |3 = :±: co, et 
potrà concludere che la parabola è priva d'assintoti. 



§ io: 

Normale della Parabola e ini proprietà. 

Lo normale alla parabola nel punto di coordinata a' ed y\ 
avrà per equazione quella iT una retta perpendicolare alla 
tangente in questo punto; perciò essa sarà: 

y-y' = -^- 

V 

ovvero ; y — V' = — - jj- {<" — £') , 

ed in questa — è il coefficiente angolare della normale, s' 

ed y' sudo le coordinate del punto di normalità, e ,t ed 3 
le coordinate correnti. 

Coiiollaniq 1." — La normale MN, figura 80, alla para- 
bola, essendo perpendicolare alla tangente T T' in il, darà: 

ang. NM T= ang. NMT' — 00°, 
ma: ang. T MR = aug. L UT — oug. TMF, 
risulta: ang. RMN= ang. NMF. 

Dunque la normale divide per metà l'angolo ohe il raggio 
vettore il F, fa con la retta MJi condotta dal punto M pa- 
rallela all'asse della parabola; si potrà perciò facilmente co- 
struire la normale iu un puuto di questa curva. 

Corollamo 3.° — Se uell' equazione precedentemente tro- 
vata della normale si fa y = 0, sì dovrà mettere per x la OJV, 
ascissa della normale corrispondente all'ordinata 0, e si avrà: 

-</ = -£-(0X-t'h 
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da dove: — p p' = — y' [0 N — a'), 

riducendo: ON — x' = p, ovvero ON — 0P=p, 

ma ON — OP è la sotto-normale; dunque Sn = p, da dove 

si deduce che la sotto-normale dei punti d' una parabola è 

una quantità costante ed è uguale al suo semi -parametro. 



Del diametri della Parabola. 

La definizione del diametro è la stessa di quella data nel 
§ 41 quando si trattò dell' ellisse. 

Sia MN [Fiff. 81] una corda d'equazione y = p$-t-3, 
essendo l'equazione della parabola i/ ì = 2px, facendo coe- 
sistere queste due equazioni, ed eliminando da esse la y, si 
avranno per a; la OP ed QQ, ciot! le ascisse dei punti di 
incontro della corda con la parabola, cosi si avrà: 
{Pa + »)' l = 2pa>, 

che sviluppando: 

JS**» -+- 2(itx -+- 3* = ìpx, 
«ducendo: (3 a x 3 -+- 2 [/3 i - p) x + 3* = 0 , 
e dividendo per p a coefilcientc del primo termine onde questo 
sia reso l'unità, abbiamo: 



Od, < 



dividendo per 2 un membro e l'altro, risulta: 
+ (i3~p 

—ir- w~- 

e questa ci rappresenta OR ascissa del punto di mezzo di 
UN, essendo E sul mezzo di P Q ; che chiamandola X, sarà : 

Z ~ ' 



- l!t - 

o questo valore di X in luogo di a Dell' equazione 
della corda M N, cioè in y = ,? £ -+- ò, si avrà per y la HL 
ordinata del punto di mezzo di MN, che chiameremo Y, 

et-, , , 



coal: 



da dove: 



_ f>p _ 



Siccome per tutte le corde parallele ad MN, il (3 coeffi- 
ciente angolare della corda resta lo stesso; si conclude che 
qualunque diametro ha le sue ordinate costanti, cioè esso è 
una retta parallela all'asse delle x, che è l'asse della pa- 
rabola. 

Dunque se dal mezzo di una corda come è L, si tira una 
retta parallela all'asse della parabola, questa sarà il dia- 
metro che divide per metà tutte le corde parallele ad M N. 

Potendo (i aver qualunque valore, si concluderà altresì l'in- 
verso, cioè qualunque retta parallela all'asse della parabola 
è un diametro. 

CorollàhiO 1.* — Prolungando un diametro come L S fino 
iu G, e conducendo da questo punto una tangente alla parabola, 
essa resterà parallela ad MN. Infatti il coefficiente angolare 
della tangente nel punto d' ordinata y' si è trovato che è ~- , 
per avere quello della tangente in & bisognerà per f sosti- 
tuire T, ovvero -2-, il che dà -J- = (9, che è il coeffl- 

ciente angolare della corda. Dunque la tangente alla para- 
bola, che passa per l'estremità d'un diametro, è parallela 
allo corde che questo diametro divide per metà, e viceversa. 

Cohollahio 2.' — Per mezzo dei precedenti principii sì può 
condurre una tangente alla parabola parallela ad una retta 
data. Infatti si tiri una corda MN, figura 81, parallela 
ad AB, dal suo mezzo conducasi il diametro 0 S, cioè una 
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retta parallela all'asse della parabola, e dall'estremità G 
di questo diametro, si tiri OK parallela ad AB, questa 
mentre è parallela ad AB, sarà per le cose dette, tangente 
alla parabola. 

§ 72.' 

Lnnghezzn della Tangente, Sotto-Tan gente, Normale 
e Sotto-Normale alla Parabola, corrlapondcnCl ad 
nu punto di coordinalo x- ed j'. 

Avendo trovato nel § 68 clie PT = 2x', figura 80, si 
diri che la sotto-tangente é il doppio dell' ascissa, ovvero 
St = 2x'. Essendo: 

UT = Vwp , -+-Tt ì , 

si ha pel valore della lunghezza della tangente: 

ed avendo trovato PN = p, si dirà che la sotto -normale per 
tutti i punti di un' istessa parabola è uguale al semi-para- 
metro, cioè Sa = p. Cosi essendo: 

UN = ìfuiP + PN*, si ha N = CV-H?». 
e queste ci danno le lunghezze domandate. 

Cobollaeio : — Facendo nell'equazione della parabola, 

che è y = Y2px, la x=^~-, cioè uguale ad OF, 
figura 78, si avrà per y la FK, cioè l'ordinata ebe passa 
pel loco, così essa risulta: 

FK— |/ 2p JL =P - 

da dove ne consegue che l' ordinata che passa pel foco i 
uguale al semi-parametro della parabola; e perciò la doppia 
ordinata KK' che passa pel foco, sarà uguale a 2p, para- 
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§ 73/ 
Teorema. 

La parabola può considerarsi come il limite verso cui tendo 
l'ellisse quando un vertice del semi-asse maggiore ed il foco 
vicino restando immobili, il suo grand' asse tende all'infinito. 

Prendendo l'equazione dell'ellisse in cui l'origine delle coor- 
dinate è in un vertice del grand' asse, per es. A [l'ig. 82), 

ohe è: y = ~ )/ 2 a x — <c*. 

Chiamando AF = ~peiOFa\ solito con c, si ha: 

AF = OA — OF, cioè p = a — c; 

ma per l'ellisse: c = |/"a a — j», 

da dove : tfa 2 — i 1 = a \ T \ 

che elevando a quadrato, ci da: 

8* — i s = a s — a p -+- -i- i> s , 
e riducendo, si ha: 

-(*. = - ap + -J-y, ovvero V = ap-±. p*. 

Posto ciò elevando a quadrato l'equazione dell'ellisse ab- 
biamo jf = ~ {ìax — ìc 3 ) , nella quale sostituendo per i 1 
il precedente valore, si riduce a: 
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— «-H-- -&)(»•—-). 

ed eseguendo le moltiplicazioni, si ha: 

s — 2a -+- 43 , ■ 

Ora siccome al crescere di a i termini che tengono a al 
denominatore tendono a zero, quando a è influito saranno 
zero e. l'equazione si riduce ad y* = 2pa: che è quella 
della parabola; perciò resta provato quanto si voleva. 



§ 74." 
Problema. 

Determinare l'equazione della parabola riferita ad A G ed 
AT [Fig. 83), cioè ad un diametro ed alla tangente con- 
dotta pel suo punto d'ioconlro con la parabola. 

giano il e He coordinate del punto A che ai prende per 
nuova origine, cioè sia OP = a, PA = b. 11 punto A ap- 
partenendo alla parabola tra tei esisterà la relazione: 
_ 2p a. 

Volendo che gli assi siano A Q ed A T si prenderanno )e 
formolo per passare da assi rettangolari a qualunque, che 

Ricordando ebe a è l'angolo ebe il nuovo asse delie s' 
fa coll'antico delle x positivo, ed =' è l'angolo che il nuovo 
asse delle y fa culi' antico delle x positive ; sarà nel nostro 

caso a = 0; perciò: 

sen. a = 0, cos. a = 1, a 1 = ang. TA Q, 

w e . .< = -£-, 

poiché essendo il coefficiente angolare della tangente 
pel punto d' ordinata y , sarà -y- pel punto A d'ordinata b. 
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Posto ciò sapendo dalla trigonometria rettilinea che: 

_ tang. a' 



uos. a - ■ e sen. ; 

V i -j- toni? «' 

sostituendo in queste per tang. a' la 



i quali risultati messi nelle precedenti formole che danno 
ed y, si avrà: 

.. +.,, li- 



Ora essendo l'equazione della parabola y ì = 2ps, soati- 
tueudo in questa per x ed y i precedenti valori, abbiamo: 



sviluppando: 

rtduoendo e ricordando che ì a = 2 a , si ha : 
»*«■« 

TOT = 



o in questa per }* U2pa, ai ha: 

riducendo: — [ìa-hp) 2»', 

nella quale moltiplicando e dividendo per 2 il secondo mem- 



bro, ai ha: 
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Chiamando 4-+--?j-con che evidentemente corrispondo 

ad 0 P + OD, essendo OP = a ed 0 0 = poiché è la 
distanza dulia direttrice dal vertice, si ha y = 2/a', e 
questa fi l'equazione della parabola riferita al diametro A Q 
per asse delle a;', ed alla tangente A T per asse delle y'. 

Si noti che la quantità 1p' che dicesi parametro del dia- 
metro corrisponde a quattro volte la lunghezza pj, oppure 
a quattro volte la distanza dal foco all'estremità A di questo 
diametro. 

Cobol iAiiio : — L'equazione della parabola riferita ad un 
diametro ed alla tangente che passa per la sua estremila 
essendo della stessa forma di quella della parabola riferita 
al suo centro ed al suo asse, ne segue che le proprietà 
indipendenti dall'inclinazione degli assi restano le stesse, 
così seotmdoeliè un punto ù situato fuori, sopra o dentro la 
parabola, si Bvra per y'* — 2_pa' un risultato positivo, zero 
o negativo, ed ancora risulta perciò che i quadrati delle 
ordinate rispetto ad un diametro, stanno tra loro come le 
corrispondenti ascisse. 



Quadratura della Parabola. 

Si divida il segmento parabolico BOB' [Fig. 84] con rette 
come MN, M' N' parallele all'asse delle y\ si chiamino lo 
coordinate di M x' ed y' e quelle di W, a' ed y", cioè: 

OP = s\ PM=y; OJ» = e\ P'M' = y\ 
si tirino QO ed M' QJ dai punti M ed M' parallele all'asse 
delle s, ed MD a quello delle y, si avrà: 

rettangolo P C= (s u — x') y', 
e: rettangolo QD = (y" — y') X'; 

perciò: ret p c = W-*') V (1) 
rei QD W-y'iat " 
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PoBto ciò, fda l'equazione della parabola y* = 2pa do- 
vendo questa passare pel punto il di coordinate 3S 1 ed y' , oi 
dà l'equazione di condizione y'*= 2p x'; cosi dovendo passare 
ancora pel punto W di coordinate x" ed y", oi da ancora 
y" a = 2ps\ le quali sottraendcle , danuu: 
y "i _ y * — 2p [a;' — 3;') 




Supponendo che i punti M ed si avvicinino nel limite 
in cui essi si confondono, si lia j/" = j/', perciò: 
ret PC 2 ij-* 
Um -ritW = ^-' 
ma essendo y 1 * = 2p a' ne risulta llm. = 2, da 

dove ne consegne che tutti i rcttangoletti nell'area QEBM 
valgono nel limite in area due volte quelli nell'area OJIBif, 
perciò potrà dirsi: 

area 0EBM=% area QEBM, 
ovvero: area BM 0 NB' — -|- area rat. B, 

perciò: area rat. B" B = -i- x y 

quando si faccia OE=x ed SB = y. 

Corollario: ~ Il segmento S, come dalla figura sì vede, 
resta la differenza tra l'area parabolica OEB'N, che si 
è visto essera — xy ed il triangolo OSB' che evidente- 
mente è cosi: 

»=-|-*»— T *» = -!-'■»■ 
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CAPO IX. 



COORDINATE POLARI. 



§ m: 



Un punto ir [Fig. 85), è detcrminato di posizione nel 
piano x Oy quando ò cognito l'angolo il Os e la lunghezza 
della retta OM. 

Il punto 0 dicesi polo , V angolo M 0 P chiamasi u e 
dicesi ascissa polare, e la retta OM chiamasi p e dicesi 
ordinata polare, cosi -< e p diconsi coordinale polari. 

Ila] putito M conrlucendo MP perpendicolare ad Ox-, si ha : 
Oi>= OM cos. ÌTOP, MP = QMt><xi.MQP, 
ovvero : a — p cos. », y = p sen. », 

queste ci danno le relazioni che esistono tra le coordinate 
orto^anali la cut origine è in 0 essendo gli assi Ox ed Oy. 
e le ccurdinate polari iu cui 0 è il polo, ed » e p aono le 
coordinato polari. 

Si può avere l'equazione deli ellisse, dell' ipertiola e della 
paratoia in cimnlinate poiiiri nel seguente modo. 

<kwl per l' difese [Fig. 86}, eia: 

OA^OA' = a, OS—.OB=ò, 0F=OP = e, 
OP = x, PM=y, 
e sia .F il polo: PM=?, MP A = 



- IH - 

essendo: PF= MFcaa. MFA, 

da dove: s = e cos. » -4- e, 

che sostituita nella lunghezza del raggio vettore MF la 
quale si conosce che è: 



dividendo numeratore e denominatore di questa per a ai ha: 



i-parametro dell'ellisse e — : 



e ~ 1 + c cos. » 
Questa è l'equazione dell'ellisse ia coordinate polari. 
È facile comprendere che se il polo si considera in F' 

per e, bisogna mettere — c, così essendo e negativo 

ovvero e, dovrà cambiarsi in — e, e l'equazione allora iara: 

. = t 

p 1— e cos.«' 
Sia per un'iperbola {Fìg. 87): 

0A = OA 1 = a, OB = OS' = 5, OF= OF' = c, 
OP = x, PM=y, 
e sia F il polo : Fif— p , M Fa = « ; 
essendo: PF= MF cos. MFx, 

si ha: x — c = p oos. a , 

da dove.- « = f cos. « + e, 
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ma: MF = ? = ~ a. 

da dove : ap — Cf eoa. « 4- c 1 — <i a , 

ed essendo: e* — fl 1 = V, 

nella quale dividendo numeratore e denominatore per a, si 



p ~ 1 - i cos. - 1 
per l'equazione dell' iperbola in coordinate polari, ove F è il 
polo ed ™ e p sono le coordinate polari. Si noti che 2p iu 

queste curve rappresenta , cio6 il parametro di queste 

curve; ed esso è uguale al doppio di una terza proporzionale 
in ordine ad a e S. 

È facile comprendere che se il polo è in F\ bisogna eam- 
biare ìl segno di e e di p nella precedente equazione. 

Nel caso della parabola, sia F [Fig. 88) il polo: 

OP = is, PM=y, OF= FM = p, MFx = u, 
essendo: FP — MF cos. MFx , 



perciò: se = p cos. « + 

ma essendo nel caso della parabola: 
MI , = p=hc+ ^ 
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perciò : e — p « 

da dove: e (I — eoa. <■ 



dunque: 



' 1 - 



Questa è V equazione della parabola in coordinate polari. 

Corollario 1.* — Da tutto ciò ai può concludere che 
l'equazione dell'ellisse in coordinate polari, essendo ? il rag- 
gio vettore che passa per F' , « l'ascissa polare, p il semi- 
parametro dell'ellisse, ed e il rapporto tra la se mi -eccentri- 
cità ed il semi-asse minore è: 

f _ P 

Come quello dell' iperbola in cui F è il foco, p il roggio 
vettore, » l'ascissa polare, ji il sein i-parametro , e il rapporto 
tra e ed a, e: 



Cosi p = — j — — ■, è l'equazione in coordinate polori 
della parabola ove il polo è nel foco F, p il raggio vettore, 
u l'ascissa polare e p il semi -parametro. 

Perciò l'equazione p = — — , può rappresentare 

un'ellisse, un' iperbola o una parabola, ove se e < 1 è un'el- 
lisse, se e > 1 è un' iperbola, e se e= 1 è una parabola. 

In quest'equazione bisogna avere per norma che se p resta 
negativo si deve prendere il suo valore sul prolungamento 
del raggio vettore al di la del foco. 

Cobollabio 2.° — Facendo in quest'equazione ■,, = 90", 
è facile dedurre che ? = p, ovvero il raggio vettore che in 
questo caso resta uguale all'ordinata, è ugnale a? semi- 
parametro di queste curve, avendo queste tre curve per pa- 
rametro la doppia ordinato che passa pel foco. 
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§ ri: 

Delle sezioni coniche. 

DicesI cono retto quello che può esaere generato da un 
triangolo rettangolo cho gira intorno ad un auo cateto. 

Sia SUA, [Fig. H9), un triangolo rettangolo, che gira 
intorno ad un cateto KS, l'ipotenusa.?.! che dicesi genera- 
trice, nel rotare forma una superficie conica. 

Si conosce dalla geometria che le sezioni AB, QN, MC 
prodotte da piani perpendicolari ad SK, che dicesi am del 
cono, sono circonferenze, come si conosce altresì che il cono 
tiene due falde, .poiché le rette A S e B S prolungate al di 
là del vertice genererebbero nella rotazione un'altra falda 
A' SB> dello stesso cono. 

Si farà vedere che un piano perpendicolare al piano della 
figura ASB seziona la superficie conica nelle sue diverse 
posizioni, secondo un'ellisse, un' iperbole o una parabola, 
purché esso non sia perpendicolare all'asse K S. 

1." caso: — Supponiamo il piano MN perpendicolare al 
piano ASB e che incontri le generatrici AA'zBB' da una 
stessa parte del vertice, cioè in M ed N, dimostreremo ohe 
la curva di sezione MPN è un'ellisse. 

Prendasi MN per asse delle z ed ify perpendicolare ad MN 
nel piano della sezione per hesc della y, si chiamino le coor- 
dinate del punto P, a ed y, cioè: 

ME = x, SP = y. 

Dai punti M ed JV conducane! due piani paralleli alla 
base, per la retta PS che è parallela alla base, si tiri un 
piano ancor'esso a questa parallelo, facciasi: 

MN=2a, MC=g, NO = f. 

Essendo LPG una circonferenza , poiché è una sezione 
par allela alla base, st ha: 

P~E i = LEXSG, ovvero y* = L E X E G (1). 

Ma dal triangolo MON, essendo E L parallela ad NO, 
abbiamo: MN : SF 0 :: ME : LE, 
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e mettendo per le linee i loro valori, ei ha: 

2fl: f::x:LS, 
da dove: LB = -^~ ; 

analogamente dal triangolo MCN essendo E G parallela alla 
base M C, abbiamo: 

MN;MC::NB:BCf, 
e mettendo per le linee i loro valori, si ha: 

2a: g ::2a — x : EG, 

d ,„ ov , : sa= . 

sostituendo questi valori nella (1J, si ba: 

^- -©-(*•-». 

ovvero : y 3 = (2 a x — a 3 ]. 

Rappresentando con ì una media proporzionale tra -|- ed 

cioè tra la metà di MG e la metà di NO, si avrà: 

-|- : b : : l : , da dove i* = 
che sostituita nella precedente, la riduce a; 




Questa è l'equazione dell'ellisse quando l'origine delle 
coordinate e in un vertice del grand' asse. Dunque la sezione 
di questo piano nel cono retto è un'ellisse, che é quanto si 
voleva provare. 

2.' caso: — Supponiamo il piano UN [Fig. 90) per- 
pendicolare al piano A SB e che incontri le generatrici SA, 
ed SB', cioè le due fnldi del cono nei punti M ed N, dimo- 
streremo ohe la curva di sezione è un' iperbola- 

Prendasi MN per nsse delle x ed M y perpendicolare ad UN 
nei piano di sezione per asse dello y, si chiamino le coor- 
dinate del punto P con a ed y, cioè MB = x, BP = y. 
Dai punti M ed JV si conducano due piani paralleli olla base; 



- 1(7 - 

per U retta PS parallela alla base si tiri un piano an- 
cor' esso a questa parallelo, facciasi: 

MN=%a, MC = g,NO = f. 
Essendo LPG una circonferenza, si ha: 

PE* = LEX SO, ovvero — LE y, EB (2), 

roa il triangolo NEL avendo MC parallela ad E L, da: 

MN: MG:: NEiEL, 
e mettendo per le linee i loro valori, si ha: 
2a-.g :: 



LE - 



nella quale sostituendo per le linee e loro valori, si ha: 
2a:f::x:EG, 



sostituendo questi valori nella (2), si ha: 



ovvero : y s = ^2 a a 4- 

Rappresentando con b una media proporzionale tra ~- ed 
cioè tra la metà di MC e la metà di NO, si avrà 
*'=-—-, che sostituita nella precedente la riduce ad: 

Questa è l'equazione dell' iperbola quando l'origine è in 
un vertice. Dunque la sezione di questo piano con il cono è 
un' iperbola, che è quanto si voleva provare. 

3.° caso: — Quando ii piano MN [Fig. 91) di sezione, 
mentre si suppone sempre perpendicolare al piano della 
figura 8 AB è parallelo ad una generatrice, per es. 8B, 
dimostreremo che la curva di sezione è una parabola. 
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Infatti considerando ìfN per asse delle x, ed ISy per- 
pendicolare ad Jt/jVnel piano di sezione per asse delle y \ 
tirando PE perpendicolare all'asse delle x, facendo MS — x, 
PB = y, conducendo il piano MO parallelo alla base, e 
per la retta PS parallela alla base, tirando il piano GPR pa- 
rimenti a quesia parallelo, facendo OM—a ed Sil= ì>, si 
ha, considerando che la curva GPRè una circonferenza: 

PE 1 — GSXSS, ovvero j> = GEX ES (3), 

ma i triangoli MEG ed USO essendo simili, ci danno: 

SO: OH :; ME : E G, 
nella quale mettendo per le linee i loro valori e considerando 
che; OU=BS = a, SO=SM=Ì, 

si ha: b:a::X: GE, 

da dove: GE = 

che sostituita nella (3), dà: 

y i = — — 1 

chiamando con 2p una teraa proporzionale Ira i ed a, ai ha: 

} : a :: a: 2p, 

dalla quale: 'i p = -y- , 

ohe sostituita nella precedente, la riduce ad: 

ma questa è l'equazione d'una parabola nella quale l'ori- 
gine delle coordinate è nel verliLV i: l'asse dulia parabola è 
secondo l'asse delle x. Dunque il piano in questo caso, se- 
ziona la superficie conica secondo una parabola. 

CoaoLLiaio 1." — In tutti e tre i precedenti casi si è visto 
che qualunque sezione obbliqua lilla base in un cono retto, 
prodotta da un piano passante, p, cs. per jI/jV, perpendicolare ad 
ASB, è un'ellisse, un'iperbola o una parabola; da che si 
scorge ancora che qualunque sezione parallela alla base sa- 
rebbe una circonferenza, 

ConoLL*nio 2.' — Analogamente si proverebbe che nel 
cilindro retto qualunque sezione obbliqua alla base e una 
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ellisse, e se essa è parallela alla base è una circonferenza, 
e sarebbe pur facile dimostrare ebe lo stesso è vero pel 
cilindro e cono obbliquo. 



§ 78." 

Sezioni antl-pa* nllclc. 

Dicesl sezione anU-piTfilM<i d'un cilindro o d'un cono ob- 
bliquo a base circolare, qualunque sezione circolare prodotta 
da un piano obbliquo alla base. 

Nel cilindro e cono obbliquo con base circolare si conosce 
che qualunque sezione in questi prodotta da un piano pa- 
rallelo alla baso è una circonferenza, e si può come segue 
provare che vi sono delle sezioni in essi non parallele alla 
base, le quali sono ancora circonferenze. 

Cosi nel cilindro obbliquo AX{Pig. (12) se la base AB è 
circolare ed M N k una sezione rotta, cioè perpendicolare 
all' asse 0 0' , la sezione A' B' simmetricamente situata rispetto 
ad M N, perciò in modo clic sin: 

A M = A' ìf e BN= B' N , 
sarà naturalmente ancor' essa circolare. 

Resta pni evidente che qualunque altra sezione parallela 
ad A' B' sari, pur' anche circolare ; perciò anti-paraliela di 
questo cilindro obbliquo. 

Sia A S B \Fig. 93) un cono obbliquo a base circolare 
rappresentato sulla figura dal piano ASB, passante per 
l'asse perpendicolare al piano di base e sia sezionato questo 
cono da un piano A' B' perpendicolare al piano della figura 
in modo che si abbia: 

ang. Bff A' = SAB, 
dimostreremo che la linea A' MB' è una circonferenza, e 
perciò tal sezione é anti -parali eia. 

Infatti dal punto M conducasi MP perpendicolare ad A' B', 
e per la stessa M P, la quale resta parallela alla base, con- 
ducasi il piano CD parallelo al piano della base. 
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Essendo per ipotesi: 

ang. SA B — ang. S E Al 
ed: ang. SAB = ang. 8 CD, 

come corrispondenti, sarà: 

ang. SS' 4' = ang. SCO, 
ma: ang. D P B' = ang. CPA\ 

come apposti al vertice, ne segue che i triangoli D P B' e 
CPA' saranno simili e ci daranno: 

A'P-.PDr. CP-.PS', 
da dove: CP X P O = A' P X P B' , 

ma: CPXPP = P~M Ì , 

perchè la sezione GMD essendo parallela alla case resta 
circolare, cosi si a vrà: 

TW^A P X PB', 
ed essa ci prova che la sezione A' M B gode della proprietà 
che i quadrali delle perpendicolari abbassate dai suoi diversi 
punti sopra A' B' sono uguali ai rettangoli fatti dai segmenti 
che queste perpendicolari fanuo sopra A' B\ ma tale proprietà 
ó esclusiva della circonferenza, dunque la linea A' M B' ò 
una circonferenza, cioè la sezione che questo piano produce 
nel cono obbliquo è ant i- parallela. 

Resta evidente che qualunque altra sezione parallela ad 
A' B' sarà ancora circolare, perciò antL-parallela di questo 
cono oblìi iq no. 
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GEOMETRIA ANALITICA 



A THE DI.UENSIOM 



CAPO X. 



DEFINIZIONI E PRELIMINARI. 



§ 79.* 



Con la geometria analitica a tre dimensioni, si considerano 
i punti, le rette, le curve e le superficie nello spazio, rap- 
portandole a tre piani di proiezione. 

Noi supporremo ì tre piani ili proiezione perpemlicolari ; 
essi allora diconsi ortogonali, e le rette prodotte dalle loro 
intersecazioni, che in generale diconai assi, formeranno un 
angolo triedro trirettangolo il cui vertice dicesi origine delie 
coordinate. 

Le perpendicolari abbassate da un punto sopra i piani di 
proiezione, diconsi le coordinate di questo punto, ed esse 
saranno parallele agli ossi. 
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Se xOy, xOz, y Oz (Fig. 94], sono questi tre piani di 
proiezione, allora 0 dicesi l'origine, Ox, Oy ed Oz gli assi 
ed il piano xOz dicesi piano delle xz, 11 piano y Oz quello 
delle y z ed 11 piano xOy quello delle ay. La retta 
dicesi s, la Affi, y e la j!/ÌT, a. 

Lo equazioni tc~a, y = b, e = e, diconsi quelle del 
punto flf; ed esse bastano per determinare la posizione di 
detto punto, imperocché supponendo tre piani distanti da 
quelli di proiezioni per a, i e C, essi s'incontreranno in un 
punto M che sarà quello di coordinate a, b e c. 

Dato dunque un punto rispetto a tre piani di proiezione 
assegnati di posizione, lo coordinate di esso debbono stimarsi 
cognite e determinate, e viceversa date le coordinate di un 
punto, esso deve stimarsi dato. 

Resta evidente ohe a = «, y = b, s = 0, determinano il 
punto P sul piano xy-, cosi x = a, f/ = 0, z = c, deter- 
minano un punto Q sul piano xz, ed x = 0, y — b, z = e, 
determinano il punto j5Tsuì piano yz; donde si può concludere 
che quando una delle coordinate è zero, il punto si trova 
sopra uno dei piani di proiezione. Cosi x — a, y = 0, 2 = 0, 
determinano (1 punto F sull'asse delle ai distante dall'origine 
per a; ed analogamente x = 0, y— l, z = 0, determinano 
il punto G sull'asse delle y, ed x = Q, y = 0, z — c, de- 
terminano il punto R sull'asse delle z, ovvero se dne coor- 
dinate d'un punto sonn zero, il punto é sopra un'asse. 

Chiaramente si vede che prolungando i tre piani di proie- 
zione si hanno otto angoli triedri ohe noi supporremo sempre 
trirettangoli ; ovvero si hanno otto regioni ed il punto potrà 
trovarsi in una qualunque di queste regioni , in un punto 
qualunque degli assi negativi e sul prolungamento dei piani 
di proiezione, e non vi sarà altra differenza rispetto alla 
prima regione, cioè da quella ove le coordinate si stimano 
positive, se non dal segno delle coordinate medesime. 

Con la direziono degli assi e con le lunghezze delle coor- 
dinate del punto M, parallele agli assi stessi, si potrà com- 
piere un parallelepipedo rettangolo ohe ha pei tre spigoli 
concorrenti in ciascun vertice le coordinate del punto .1f, 
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perciò si veda figura 94. Quando sona date le coordinate di 
un punto, per es. s = a, y = b, t = c, si può determinare 
la sua posizione senza compiere il parallelepipedo soprac- 
cennato. 

Infatti prendasi sopra l'asse delle x, QF = a, da F tirisi 
nel piano xy, F P = 6 parallela all' asse delle y , e da P 
condncasi P i! — e parallela all' asse delle Z , ai avrà il 
punto Af di coordinate a, Ò, e. 

Tirando 0 M ed MF, figura 04, è facile riconoscere che 
FOM è un triangolo rettangolo in F ; poiché l'asse delle a 
essendo perpendicolare ni piano y lo sarà al suo parallelo 
MPFQ; e perciò alla retta Afi* che passa pel suo piede in 
questo piano. 

Ora chiamando OAf con r, ang. .MOPcon Xei OF con x\ 
si ha : s' = r cos. X, da dove eoa. X = — . 

Analogamente chiamando ang. Af Off con Y, ed ang. MOR 
con Z, 0 0 con y' ed OR con t\ si ha: 
cos.r=-^-, Cos. Z = 

Elevando a quadrato e sommando i valori ili eos. X, cos. Y, 
cos. Z, si hai 

ma essendo a', y'., z' spigoli di un parallelepipedo rettangolo 
di diagonale r, sarà: 

a-'* + j,'» + s'i = r s ; 
perciò la precedente si riduce a: 

cos.» X+ cos. 5 y-f- cos* Z = 1 . . . . {1). 

Ora considerando che X, Y, Z, sono gli angoli che la 
retta OM fa con gli assi; si deduce che la somma del 
quadrati dei coseni degli angoli , ohe una retta fa con gli 
assi, è uguale all'unità. 

Cosi questi tre angoli X, Y, Z, non possono essere tutti 
e tre arhitrarii; ma assegnando i valori a due, 11 terzo 
dalla formola (1) si potrà dedurre. 
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Problema. 

Date le coordinate di due punti determinare la loro di- 
stanza in funzione di queste coordinate. 

Sieno x', y', z' , le coordinate di un punto M [Fig. 95) 
ed x", y" , quelle di M', cioè aia: 

ON=x\ IfP — y', MP = t\ 
Otr = x\ N'F = y\ M'P , = e", 
tirando PF, conducendo ML parallela alla P P e PS 
parallela all'asse delle x, essendo l'angolo PP'Si' retto, lo 
sarà pure il suo corrispondente 3SLM', ed il triangolo ML M - 
sarà retta ngolo in L, e si avrà : 

J/1P =mi? + M^l* = p f* -+- M 7 !?; 

ma il triangolo PHP' è pur'cssu rettangolo in IT, poiché: 
ang. P H P' — ang. 0 N' P' = ang. ss 0 y = 90° ; 

cosi si avrà ancoraj 

P F* = P II* -+- BF*, 
che sostituita nella pre cede nte , dà; 

fl/if' 1 = 1' I/ 1 -+- HP* + STI?. 
Ora essendo: 

P B = x," — x' i HF = tf~-y\ Jf.fi =■*■—*', 
sostitue ndo, st ha: 

EìM* = (*■ — x-)* + (y" - y') 1 + 0" - *') a , 
e chiamando D questa distanza, si avrà infine: 

D= |/{^ -;«:■]* + (?■ -,,•]• + . . [2]. 

Dunque la distanza fra due punti con coordinate ortogo- 
nali è uguale alla radice quadrata della somma dei quadrati 
delle differenze delle simili coordinate di questi punti. 

Corollario 1." — Lo stesso risultato si otterrebbe quan- 
tunque i punti fossero negli altri triedri; oppure uno fosse 
in un triedro ed un altro in un altro triedro ; purché per le 
coordinate si considerino non solamente i loro valori asso- 
luti, ma anche i segui che esse hanno. 
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Cobollàrio 2.' — Se uno dei ponti, per es. M', fosse in 0, 
le sue coordinate sarebbero 0. Facendo dunque nella prece- 
dente a' = 0 , y" = 0 , s" = 0 , e chiamando 0 M con r, si 
avrà per la distanza DM, la forroo la: 

r = Vafl + r-t-** (3), 

risultato già conosciuto. 




Dicesi proiezione d'una retta il luogo geometrico dei piedi 
delle perpendicolari abbassate dai suoi punti sopra un piano 
di proiezione, oppure l'intersecazione di un piano passante 
per essa perpendicolare al piano di proiezione con questo 
istesso piano di proiezione. 

Una rettB avrà perciò tre proiezioni essendo tre i piani 
coordinati. 

Date due proiezioni di una retta, essa resta determinata; 
poiché supponendo per queste proiezioni due piani perpendi- 
colari ai piani coordinati, la loro intersezione determinerà la 
retta che ha quelle proiezioni ; da ciò ne segue che date due 
proiezioni d'una retta, la terza da queste dovrà dedurai; 
come per esser data una retta, debbono solo darsi due pro- 
iezioni. 

Siano x — az + c. ed y = £ a -H (5 le equazioni delle pro- 
iezioni d'una retta sui piani xi ed yi. In queste equazioni 
x, y, i sono le coordinate correnti, cioè di un punto qua- 
lunque della retta, e è il coefficiente angolare della proie- 
zione della retta sul piano x i, cioè la tangente trigonome- 
trica dell' angolo, che la proiezione di questa retta sul plano 
li fa con l'asse delle ì positive; cosi 5 è il coefficiente 
angolare della proiezione della retta sul piano y*, cioè la 
tangente trigonometrica dell'angolo che questa proiezione fa 
con l'asse delle * positive: a è la distanza dall'origine al 
punto d'incontro della proiezione della retta sul piano xt 
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coli' sue delle e, e P la distanza dall' origine al punto d'in- 
contro della proiezione della retta sul piano ye con l'asse 
dell' y. 

Eliminando la i da queste equazioni, abbiamo; 



da dove: 




e questa è l'equazione della terza proiezione della retta sul 
piano xy. 



Condizione perchè <lu<. retri- «'Incontrino e deter- 
mlnnzlonc delle coordlnnlc del loro punta d' In- 



sinuo x = a.% -H a, ed y = bt-+-(ì, le equazioni delle 
proiezioni d'una retta; e siano ancora te = a' i -+- a' , ed 
y = S'è + quelle di un'altra. Piccome nei punti d'incontro 
queste rette debbono avere le stesse coordinate; facendo coe- 
sistere le loro equazioni e sciogliendole rispetto ad te, ynz, 
si avranno lo coordinate del punto d'incontro. 

Essendo quattro le equazioni e tre le incognite, v'esisterà 
un'equazione di condizione tra lo otto quantità a, a', i, }', 
a , a ', p, P', la quale ci esprime là condizione perchè le rette 
s'incontrino. Cosi uguagliando i valori della* e della y, sì ha: 
&t+ * = a' i-\-x' , ii + j3 = i's-)-|5', 



dalle quali: 




questa è la condizione analitica, purché le rette s'incontrino. 
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Sostituendo un Talora della e nell' equazione x = s e -f- «, 




sostituendo l'altro nella g = b z ■+■ p, si ha: 

Dunque le coordinate del punto d'incontro sono: 
c __ _ ^ __ 

a — a 1 J — *' a — a' 

b B! - V (3 

y= g-y ■ 

Coholl^rio 1.° — Nel caso che a = a' e b = b', questi ri- 
sultati divengono infiniti, poiché le rette vengono ad essere 
parallele, avendo le loro proiezioni parallele. 

Coroi.lahio 2.'— Ne] caso dì a = a', b=:b', a = a\ 
/3 = |3', questi risultati divengono -jj- , cioè indeterminati, 
poiché le due rette si riducono ad una sola. 

Cohollaujo 3.° — Siccome quando due rette sono paral- 
lele, le loro proiezioni lo sono ancora e viceversa, cosi se; 

x — at + x, y = òs + P, 
sono le equazioni delle proiezioni di una retta ed: 

sono quelle di un'altra, conducendo per l'origine riuo rotte 
parallele a queste, le 'equazioni delle loro proiezioni saranno: 
a = az, y = bt ed 3 = a'*, y = b't. 



Oc t cria ladre le equazioni d'unii vetta che passn per 
un punto, nonché quelle della retta che paasn per 
due punti dilli. 



Siano le coordinate di un punto x' , g' , essendo: 
;n = aa-r-a, g — i e ^.p t 
le equazioni d'una retta in generale, se essa deve passare 



pel punto di coordinate x 1 , y' , v, si avranno le equazioni 
di condizione : af = a *' <*, V = 6 *' + 0- 

,Da queste quattro equazioni potranno essere eliminate due 
delle quantità a, b, a, (3, che rendono indeterminata la po- 
sizione della retta, cosi sottraendo in ordine dulie due prime 
le altre due, si hanno: 

«-«' =4 (* — *'). p-y- = }(* — »').... (5] 
per le equazioni della retta che passa per un punto. 

Se essa deve passare per un secondo punto di coordinate 
a", y", z", messe queste coordinate in luogo di a, y, e nel- 
le equazioni (5) precedentemente trovate, debbono verificarle, 
e ai avrà: 

x" — te' = a [z" — %') , y* — y = 8 (e" — a') 
per le condizioni che esprimono cbe la retta deve ancora 
passare per il secondo punto di coordinate a", y", §*. 
Da queste si deducano: 

g= a S = , 

s i — a 

ohe sostituite neUe equazioni della retta che passa per un 
punto, avremo: 

— <■-*)• f-r=-J=f(>-»i-w 

per le equazioni della retta ohe passa per due punti dati. 
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Determinazione del coseno iteli' nu colo di due rette. 

Siano OJ/ed 0^' (K?. 9G) due rette ohe s'incontrino 
nell'origine delle coordinate, e che facciano tra loro l'an- 
golo V , chiamando: 

OM = r, OM' = r-, MM' = D, 
ed e\ y, t', le coordinate del punto M, ed a", y", e", 
quelle di ìf'; avendo dalla trigonometria: 

fl* = r* 4- r' 1 — 2rf oca. F, 
ne segue; 2rr' eoa. V=?t* + r* — IP, 



da dove: 



cos. 7= 



r a + f% — g» 



ma dai principi] precoc 



2rr' ' 
te esposti, si ha: 



r* —- x" + y' 3 + z* , r' 1 = x' s ■+■ f 1 -t- i" , 
& = [x-~ a')* + d/' - (,")« + {*' - 
che sviluppando: 

D*= 3 ,1 -f-y' i -r-* ll +;c' s M-y' i +z , ' s — 2sV — 2y-f — Zz'i", 
e sostituiti nel valore di cos. V e riducendo, danno: 



Ora chiamando X, 7, Z, gli angoli che OM fa con gli 
assi, ed X", 7', Z 1 , quelli che fa la OM, si ha: 



che messi nell'ultima foratola di cos. V, danno: 
eoa. F=cos. Jcos. X 1 -i-cos. ycos. y-t-cos, Zaos. Z'...{7], 
da dove si deduce che il coseno dell'angolo di due rette, è 
uguale alla somma dei prodotti dei coseni degli angoli che 
queste due rette fanno cogli stessi assi. 

Corollario 1." — Se le retto sono parallele 7=0, op- 
pure a 180°, perciò cos. V = ±1, da dove: 

cos. X cos. X' -+- cos. 7 cos. T + cos. Z cos. Z' = ± 1 , 
e reciprocamente se si ha questa relazione analitica le rette 
sono parallele. 

Corollario 2.° — Se le rette sono perpendicolari sari 
7 = 90", da dove cos. V= 0, perciò: 

cos. Zcos. Z' + cos. Zcos. 7' -4- cos, Z cos. Z' = 0, 
e reciprocamente se è soddisfatta questa condizione le rette 
sono perpendicolari. 

Corollario 3° — Siano xt=at, y = bz le equazioni di 
OM, ed x = a'z, y = 6'i quelle di 0 M' -, dovendo OM 
passare pel punto M di coordinate x', tf , si avrà: 



oppure : 
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la retta OìT dovendo passare per if , darà: 

sostituendo questi valori nelle equazioni: 

af* -t- f 1 + a' a = r ! , x" a ■+- y"* + i" 1 = f" , 

si ha: 

a* + i** 1 » + = ed a' 1 » 1 * + + e"» = f», 

(a»+S« + l)«'» = r 4 ed (a 1 » + }■» + 1] » , * = i rt , 
perciò : 

eoa. Z= i 1 — e così eoa. = . . 1 

Ora essendo e' = «a' divìdendo per r un membro e l'altro, 

X 0 2' 3!' 

si ho: - — ■ = ; ma = eoa. X , 



dunque: eoa. X= — - — = 



1 ' 



cosi aucora ai avrà: 



questi sono i coseni degli angoli che le rette fanno cogli 

Coeqllauio 4.° — Elevando a quadrato e sommando i va- 
lori di cos. J, cos. Y, cos. if, si ha: 

cos. 1 X+cos.* T -+- cos* Z = 1, 
che è nna fcrmola già trovata. 

CiSoliablo 5." — Sostituendo questi valori nella (7), cioè 
nel coseno dell'angolo di due rette, si ottiene: 

™. "'+ »;+' w 
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Questa ci (Ih il coseno dell'angolo di dn e rette in funzione 
dei coefficienti angolari delle proiezioni di queste rette con 
gli assi. 

Cobollawo 6° — Se le rette sono parallele, ai è visto che 
a = «' e S = }' e viceversa, ma lo stesso si otterrebbe dallo 
forinola (8) uguagliandola » ± 1, e poi riduoondola. 

Cohollamo 7.° — Se le rette sono perpendicolari V= 90", 
perciò cos. V = 0 , da dove oa'-H-Si' -t-l = 0; e recipro- 
camente se si ha a a' ~h i 6' + 1 = 0, le rette saranno per- 
pendicolari. 

Corollario 8." — L'angolo che una rotta fa con un piano 
è misurato dall' angolo che questa retta fa con la sua pro- 
iezione su questo piano; cosi l'angolo MOP, figura 91, tì 
quello che la retta OM fa col piano dello %y ed esso è com- 
plemento di MOz, cioè dell'angolo che questa retta fa col- 
Tasse delle z, cosi chiamando angolo MOP con U, si ha: 

Analogamente chiamando E l'angolo che OM fa col piano 
«, si ha: . sen. H= cos. T, 

e chiamando con W l'angolo che 0 M fa col piano yt, sì ha: 
sen. W =cos. Z\ 

perciò: 

„_ - , ' „_ „ 



Questa formole ci danno i seni degli angoli che una retta 
fa coi pioni coordinati. 

Corollario 9." — Elevando a quadrato e sommando i va- 
lori trovati di sen. U, sen. II e sen. W, si ha; 

sen.* F-Hscn.'.ff-r-seu. 2 W= 1. 

Corollahio 10.° — Tutti i precedenti risultati restano gli 
stessi quantunque le rette non passino per l'origine; poiché 
esse sempre si dicono che fanno un angolo che è quello deter- 
minato da due rette parallele a queste condotte da uno stesso 
punto, il quale può supporsi l'origine delle coordinate. 

il 
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CAPO XI. 



DEFINIZIONI E PRELIMINARI. 



§ 85.* 



liquazione del plano. 



Sia AB [Ftp. 97) una retta data che passi per un punto 
0 di coordinate x\ y', z' che abbia per equazioni: 

x — a? = a (t — »'), y - y' = i [* — #*).... (1) , 
ove a, ì, af, y', e', sono quantità cognite e determinate. 

Sia CD una retta qualunque che passi ancora per lo stesso 
punto 0 di coordinate x', y', »', le sue equazioni saranno: 
a-ar = «■(» — 3% y-y = V{z-t)....(2). 

Se queste due rette sono perpendicolari, si avrà l'equazione 
di condizione : aa'-t-SÌ'-i-l = 0.... (3). 

Ora se dalle equazioni (2) e (3) si eliminano a' e b' , allora 
si considerano tutte le posizioni che può avere la retta CD 
che passando per 0 resta perpendicolare ad AB, e queste 
diverse posizioni evidentemente formano la superfìcie di un 
piano. Cosi si ha dalle (2): 



che sostituite nella (3), danno: 



>t=t +i ^f + I = 0 ' 

dalla quale togliendo il denominatore comune, si ha: 

a {x — x') ■+■ Ò (y ~ y') -+■ t — %' = 0 , 
ovvero: aa ■+■ 6y ■+■ z — (a' + ose' ■+■ by') = 0, 

e chiamando la quantità in parentesi con c, poiché è costante, 
tali essendo a, b, x', y, e', sì ha: 



Onesta è l' equazione che rappresenta il luogo geometrico 
delle diverse posizioni che pub avere la retta CD passando 
per 0 e mantenendosi perpendicolare alta retta A B, cioè 
tale equazione e quella di un piano. In essa z, y n 3, sono 
le coordinate correnti , cioè le coordinale di un punto qua- 
lunque di questa superficie: a, 6 e e sono quantità, le quali 
al cambiar di valore, danno le diverse posizioni che può avere 
ti piano. 

Potendo ad a, l e e supporsi dati valori qualunque, po- 
tremo, onde l'equazione (4) resti più simmetrica, fare: 



il che rende l'equazione (4): 

A II D 

~c* + — y + * + — = »' 

la quale moltiplicata per C, dà: 

Aie + Bj/+Ct-t-D = 0....(5], 
da dove si può concludere che l'equazione d'un piano in 
generalo è di primo gTado rispetto a tre variabili che rap- 
presentano le sue coordinate correnti. 
CoaoLL\nio 1." — Se una retta data dalle equazioni: 
s = sj+«, y = Sa ■+■ p. 
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giace sopra il piano d' equazione : 

AtB + Bf + Cr-hD = ù, 
le sue coordinato i ed y sostituite ne 11' equazione del piano 
debbono verificarla; di maniera che ai avrà: 

A [a * + «] + B (6 * + 6) + C t D = 0 , 
ovvero- [A a -\- Bb -+- C) * -+- A « + B $ -+- D = 0 , 
e dovendo questa esser verificata per qualunque valore di z, 
è necessario e sufficiente che' s'abbia: 

Aa-hBt>-4-C = 0, An + B3 + fl = 0....(6), 
e queste sono le equazioni di condizione che esistono tra le 
quantità A, B, C, J>, a, b, «, (3, quando la ietta sta sul piano 
e viceversa. 

Coboliario 2.' — Un'equazione algebrica con tre variabili 
può esprimersi con f [x, y , z) =2 0 . e significa eoe questa 
equazione contiene queste variabili a qualunque potenza ; 
essa dicesi data implicitamente, perehè non e sciolta rispetto 
ad alcuna delle sue variabili. In qnest' equazione due sono 
le variabili indipendenti, e l'altra è la variabile dipendente 
0 la funzione di queste, poiché da esse dipende il suo valore; 
cosi supponendo a ed y le variabili indipendenti, la t sarà 
la loro funzione. 

Quando l'equazione è sciolta rispetto alla funzione e, si 
scrive z — F[x,y) ed allora dicesi data esplicitamente. 

Coucllabio 3.° — Qualunque equazione a tre variabili può 
assegnare una superficie in cui queste variabili rappresen- 

Infatti se nell ! equazione z = F[x, y), si suppongono dati 
ad s ed y valori particolari, per es. a e b, si ha che la funzione 
assume un valore che potrà esprimersi con ¥ [a, b], il quale 
sarà un valor determinato che potrà rappresentarsi con c; 
allora x = a, y — i, 2 = c, determinano un punto di queste 
coordinate; analogamente si possono concepire fissati moltis- 
simi punti, le oui coordinato soddisfano all' equazione: 
z = F{x,y], 

ed essi assegnano un luogo geometrico che forma una super- 
ficie d' equazione e ss F [x, y). 
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Reciprocamente qualunque equazione dì primo grado ri- 
spetto alle letlere che rappresentano le coordinate correnti , 
può assegnare uaa, superficie piane. 

Infatti sieno x\ y', & le coordinate dì un punto ed a", y', 
z" quelle d'un altro, se essi si trovano sopra la superficie 
rappresentata dall'equazione: 

A a -\-By-h Cz + D = 0, ' 
si avranno le due equoiioni di condizione: 
A x' -+- B ji' + C*' ■+■ D = 0 , 
A x' + B y" H- Ce' + D = 0 . . . . (7) ; 
cosi se una retta di equazioni: 

passa per questi punti, darà ancora le relazioni: 



che sostituite nella (7), abbiamo: 

{Aa + Bl>-hC)s' + A«-hBp+D=tO, 
[Aa~t-Bt+C)t' + A« + B $ + = 
le quali dovendo essere verificate per qualunque valore di s' 
e t' , facilmente si scorge che danno: 

Aa-hBb-h (7=0, Aa-hBp-*-D=a; 
ma queste sono le condizioni che esprimono che la retta di 
equazioni (S) si trova sulla superficie d'equazione: 

Ax + By-\- Cz-\- D — 0; 
dunque questa superficie ù tale che presi in essa due punti 
a piacere e congiunti con una retta, questa giaco intera- 
mente su questa superficie; e perciò essa è quella d'un 
piauo, il che ai voleva provare. 

Un piano può essere espresso da un' equazione ancora più 
semplice quando si trova iu una speciale posizione ; così z = e 
rappresenta l'equazione d'un piano parallelo al piano xy, 
distante da questo per e, poiché non essendoci in quest'equa- 
zione nù a, ni y, esse possono avere valori qualunque, co- 
sicché t = c rappresenta il luugo geometrico dei punti equi- 
distanti dal piano xy per c. Analogamente y = ì ù l'equa- 
zione d'un piano parallelo al piano me distante da questo 



ed: 




y' = i«'-+-f3, 
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per 5; ed x = a è l'equazione d'un piano parallelo al piano 
yx, distante da questo per a. 

Da ciò ne segue ohe «=0 sarà l'equazione del piano 
xy, cosi 31 = 0 quella del piano xe e x = 0 quella del 
PÌhuo ys. 

In geometria analitica a tre dimensioni x = as + a, rap- 
presenta l'equazione d'un piano perpendicolare al piano zz 
passante per la retta sul piano «2 d' equazione x = az + a; 
imperocché non essendoci la y in questa equazione, essa 
rappresenta il luogo geometrico di tutte lo rette che hanno 
per proiezione sul piano xì, x = at + a, le quali costitui- 
scono il predetto piano. Analogamente y « ig + ft rappre- 
senta l'equazione d'un piano perpendicolare al piano yi, ed 
è perciò che le due equazioni: 

x = tcs + a ed y = bn-i-p, 
rappresentano una retta che vien prodotta dalla interseca- 
zione dei due sopraccennati piani. 

Da ciò ne segue cho y = 0, x = at-t-a, rappresentano 
una retta nel piano xz, cosi x = 0, y=;Ì2-t-p, rappre- 
sentano una retta nel piano ys, come x = a, y = b, rap- 
presentano una retta parallela all'asse delle % distante da 
questo per \ a» + 9 , e a = a, t — e, rappresentano una 
retta parallela all'asse delle y distante da questo per (/ + 
e y = b , e = c , una retta parallela all' asse delle x distante 
da questo per ]f s* + e*. Come altresì ne segue che x = 0, 
y = 0, rappresentano le equazioni dell'asse delle s; e x = 0, 
z = 0, quelle dell'asse delle y; e y = 0, s = 0, quelle 
dell'asse delle x; ed x = 0, y = 0, s = 0, quelle del- 
l' origine. 

Dicesi traccia d'un piano l'intersezione di questo con uno 
dei piani di proiezione. 
Quando nell'equazione: 

Ax-\-By-i-Ct + D = Q, 
si fa 2 = 0; si vengono a considerare i punti del piano co- 
muni col piano j;y, e si ha: 

Ax + 8y-\-D = §-, 
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e qucstn è l'equazione della traccia del piano col piano xy, 
come si vede, essa è l'equazione di una retta, poiché due 
piani se si secano, la loro intersezione è una retta. 
La precedente equazione si scrive anenra: 



ovo -j- è il coefficiente angolare di questa traccia con 

l'asse delle y e ^- è la distanza dall'origine al punto 

d'incontro di questa traccia con l'asse delle X. Cosi facendo 

y — 0 nell'equazione dei piano, si ha: 

Ax -h Ci + D = 0, 

C D 
ovvero : x = — — ^ — z — - , — > 

Questa è l'equazione di una retta che è la traccia del 
piano col piano xs, ed in essa ~- è il coefficiente an- 
golare di questa traccia con l'asse delle z, e j- è la 

distanza dall'origine al punto d'incontro di questa traccia 

con l'asse delle x. Analogamente facendo x = 0 , si ha: 

By -+- Ct -hD = 0, 

C D 
oppure: y = — — z — —, 

per la traccia del piano con il piano ys. Do ciò facilmente 
ne segue che i diversi rapporti che si possono fare tra due 
delle quantità A, B, C, segnano i coefficienti angolari delle 
tracce del piano con gli assi, come il rapporto tra D ed una 
delle quantità A, B, C, dà lo distanza dal punto d'incontro 
del piano con un'asse dall'origine, cosi resta evidente che 
se il piano passa per l'origine dovrà essere B = 0; ma ciò 
ancora può dedursi considerando che requsziane dovendo 
essere allora verificata per x = 0 , y = 0 o« = 0,è neces- 
sario ohe sia 0=0. 
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Facendo nell'equazione del piano: 

la x = 0, y = 0, si ha a = ^- e questa evidentemente 

ci dà OL {Fig. 98), perciò OL = 

Analogamente facendo x = 0, a = 0, si ha y = 

perciò 0 K = ; cosi facendo # = 0 , s =: 0 , si ha 

x = j- , perciò OS = : j-. 

Le tracce dovendo passare pei punti L, E ed J7, saranno 
le rette: LK, KB ed L B. 

In altro modo può dedursi l'equazione del piano. 

Infatti supponiamo la traccia L 3, figura 98, d' equazione : 

che resti immobile, e la traccia LK d'equazione: 

a: = 0 e z->rby — 6 = 0, 
che strisci sulla LS mantenendosi sempre parallela a se 
stessa, essa evidentemente genererà una superficie piana, la 
cui equazione può ricavarsi come segue. 

Prima di tutto si noti che il termine e è comune in questi 
sistemi di equazioni, poiché le tracce LE ed LK debbono 
incontrarsi in uno stesso punto L dell'asse delle z, e sì sup- 
pone OL = C. 

Chiamando OG con « e GF con ,3 quando la traccia LK 
ha preso la posizione F F parallela ad LK, essa avrà per 
equazioni: x — a, z-\-by — ? = 0. 

Ora siccome il punto F che sta sul piano ss, ha per coor- 
dinate o e messe queste in luogo di fi! e % nell'equazione 
della traccia,./; iT, debbono verificarla, e si avrà: 

p + a * _ e = 0 ; 
cosi per tutti i punti che nascono dal movimento della retta 
LK, esìsteranno le equazioni: 

« = «, *+>y — (3 = 0, p + <ia — c = 0-, 
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dalle quali eliminando « e (3, si ha: 

ai-t-iy + s — c = 0, 
per l'equazione del piana, la quale è la stessa di quella che 
in altro modo trovammo. 

L' equazione Ax-t-Bg-\-Cì-hD — 0, che è quella di 
un piano , può scrìversi sotto altra forma. 

Infatti dall'origine 0, figura 98, abbassando la perpendi- 
colare OR, che chiameremo P, al piano, e chiamando e, 
0 e i gli angoli che questa fa con gli assi a, y e t congiun- 
gendo ME, si ha: 

O.B= O-ffcos. «, ovvero P = OScoe.a, 

ma: OJT— perciò ? = ^-cos. a, 

analogamente si avrebbe: 

p— 0 ? ' 

le quali sostituite n eli' equazione del piano, che e: 
Ax-hBy + Ci + I) = 0, 

danno: 

I) COS. 2 7) COS. a iJ cos. ■/ „ 

dividendo per £i, moltiplicando per P, cambiando di segno e 
passando l'ultimo termino al secondo membro, si ha: 
x cos. a + ;/ cos. /3 - F- - cos. 7 — P. 
Questa è l'equazione del piano sotto la forma più semplice; 
ed essa fi data in funzione dei coseni degli angoli che la 
normale ad esso fa con gli ani, e della distanza dall'ori- 
gine al piano. 

SI noti che in questo caso il termine noto al secondo 
membro rappresenta quanto il piano si discosta dall'origine, 
perniò nel caso che il plano passa per l'origine sarà P = 0. 
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§ 88.* 

Determinare le condizioni analitiche 




Sia un piana espresso dall' equazione : 

Ax-*-By-hCz-i-D = 0. 
ed una retta data dalle equazioni : 

x=ai + a ed y = is + P, 
conducenti o per l'orìgine un piano ed una retta paralleli al 
piano ed alla retta data, se quesla retta cosi condotta si trova 
Del piano pur' esso condotto dall'origine, la retta ed il piano 
dati saranno paralleli e viceversa. Ora il piano che passa 
per l'origine parallelo al piano dato ha per equazione: 
Ax-\-By-\-Cz = 0, 

e quelle della retta passando per l'origine parallela alla 
retta data, sono X = as, y — b z; se questa retta a nel 
piano contenuta, le sue coordinate verificheranno l'equazione 
del piano, e si avrà: 

{Aa + Bb + C)z = 0, 
la quale dovendo essere verificata per qualunque valore di z, 
lo sarà quando: 

Att + BS + C= 0; 
questa è la condizione perchè la retta data sìa parallela al 
piano dato, e viceversa. 

Conoscendo che quando una retta è perpendicolare ad un 
piano le proiezioni delia retta sodo rispettivamente perpen- 
dicolari alle tracce del piano e viceversa, ne segue che se 
una ietta data dalle equazioni: 

è perpendicolare ad un piano espresso dell'equazione: 

Ax + By + Cz -t- 0=0, 
bisogna che la proiezione della retta sul piano az, che è 
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i = «: + », sìa perpendicolare eJla traccia del plano so- 
pra questo stesso piano di proiezione che è: 



ovvero: x = -j-z — • 

C 1 



. ciò succede quando i 



<t — —£~. Analogamente ragionando per la proiezione della 

retta e la traccia del piano sul piano di proiezione yz, si 

dedurrebbe b = Dunque a = ~^-, e S = sono le 

condizioni analitiche perchè la retta sia perpendicolare al 
piano e viceversa. 



§ 87." 

Detenni ii uro le equa aloni della Intersezione di da e 
plani, Il coseno dell'untolo che casi fanno, nonché 
1 coseni degli angoli che nn plano tu con I plani di 
proiezione ed I coseni degli angoli che la normale 
a questo fa con gli assi. 

Sienoi Aa + By + Cz D = fi 

ed: A'x-hB'y + C'z-i- D' = 0, 

te equazioni di due piani, moltipllcando la prima per C e 
la seconda per C e sottraendo, si ha: 

{AC — CA')x + {B C— Cff)y + (DC'— Cff) = 0, 
alla quale aggiuntoci z = C, si ha l'equazione della proie- 
zione dell' intersezione dei due piani sul piano xy; analoga- 
mente ai farebbe per avere, quelle ani piani xz ed yz, e ciò 
resta giustificato da quel che precede. 

Siano UN ed MP [Fig. 09) due piani dati dalle equa- 
zioni: Ax+ By -hCz -\- D = Q . ..(9), 
A-x + B'y + C z + B> = fi... [10), 
se da un punto 0 della loro comune intersezione si elevano 
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due rette Off e 0£ perpendicolari a questi piani, si bb ohe 
l'angolo ohe esse fanno chiamandolo, per ea. 7 , è aguale 
all'angolo delle due rette OA e OB perpendicolari alla 
intersezione FM di questi due piani, ciascuna giacente in 
uno dei piani e perciò li angolo V misura l'angolo diedro di 
questi due piani. 

Siano: i = «!+a, y = ìi-f-|3 

le equazioni della retta Off, ed: 

x = a' 2 ■+■ h' , y = V z -+- /*,' 
quelle della retta QK; si è travato pel coseno dell'angolo 
che esse fanno: 

™ v **±™±± 



V „« + 4» + i . k + + 1 ' 

ma essendo queste rette perpendicolari ai piani, ei avranno 
le relazioni: 

A . B A' -, ffi 

" = — ■ è = —- a = lT> i= —' 
ohe sostituite nella precedente, la rendono: 



V sr ■*- + 1 ' V ~cr + -c*- -l 



pel coseno dell'angolo dei due piani. 

ConoLiAmo I." — Se i piani sono perpendicolari V '— 90* 
perciò cos. V= 0, e si avrà dalla precedente: 

AA' + BB'-+- CC = 0, 
e recìprocamente se osiate questa equazione i piani saranno 
perpendicolari. 

Cqbollahìu 2° — Se i piani sono paralleli V = 0 o a 180" 
perciò cos. f = ± 1 , uguagliando la precedente forinola 



DigitizGd by Google 



- I7J - 



togliendone 11 denominatore ed elevandola a quadrato, 

A* A* + B*B* + C*C*+ 2AABB' -h 1AA CO' -hltBW CC\ 

= (J' + ^-r- CJ (4* + ** + C*); 
nella quale sviluppando e riducendo abbiamo: 

{AB' — B Af + {AC — CA')* + [B C — CB')* = 0 ; 
ma la Bomroa di tre quadrati per esser zero è necessario 
ohe ciascun lo aia, perciò ai avrà: 

AB' = 3A\ AC , = CA\ BC = CB', 

otvero: A: A:: B : B:: C : C ; 

da dove ne conaegue che quando due piani sono paralleli i 
«•efficienti delle stesse incognite debbono essere proporaio- 
oati e viceversa. 

Se il piano, che Ila per equazione: 

A's-t-B'y -+- C'z + Z>' = 0, 
combacio con quello delle xy, ai dovrà avere: 

A' — O, B'=D, fl' = 0, 
poiché la eoa equazione deve allora essere ì — 0, chiamando 
U l'angolo che il piano: 

Ax-\-By~h Cz~t-D = 0, 
fa con quello delle xy, la (11) si riduce a: 

CC C 

C0S - U ~ C Va* + # + {P ~ VAi + Jfl + C* ' 

cosi chiamando IT l'angolo che lo stesso piano fa con 
quello delle xz, abbiamo: 

cos. IT = . s , 
V A* + B*+ <? 

e chiamando W l'angolo che esso fa col piano y z, si avrà: 

eoa. ZI" = ., = ■ . 

\ r A* + B* + C* 

Corollàrio I." — Elevando a quadrato e sommando questi 
risultati si ha cos. 1 U -+- eoa. 1 IT cos. 1 U' = l ; cioè la 
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somma dei quadrati dei coseni degli angoli ohe nn piano 
fa con quelli di proiezione è uguale all'unità. 
Cobol iabio 2.' — Facendo: 

V A i + B i +C i = li e V A*-hB*-hC» = B\ 
la forinola (11) ai riduce a: 

0031 r= 4é^ + "BiT + "w- , - ,(12) - 

Cohollueio 3.° ~ Siccome l' angolo ohe la normale al piano 
fa con l' asse delle z, è uguale all'angolo che il piano fa con 
quello delle sy, ne segue che cos. V rappresenta ancora il 
coseno dell'angolo che la normale al piano (9) fa con l'asse 
delie z, perciò si avranno pei coseni degli angoli che questa 
normale fa con gli assi delle e, delle y e delle a-. 

Analogamente chiamando con £", K' e K' gli angoli che 
la normale al piano (10) fa con gli assi delia z,ye&x, ai ha : 

«■•'=-?-■ «"•«■■— f-i 

cosi la forinola (12) si riduce a: 
cos. e=coa. ^cos. £"4-coa. U' cos. K • + cos. ff'cos.J' u ...(13); 
e questa ci da il coseno dell'angolo di due punti per mezzo 
dei coseni degli angoli che le normali ad essi fanno con gli 
assi. 



Determinare l'equazione del piano che passa por un punto, 
nonché quella del piano che passa per tre punti dati. 

Sieno le coordinate di un punto pel quale vuoisi che passi 
il plano w\ y 1 e ?. 
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Essendo l'equazione dal piano in generale; 

Att-t-By-i- Ct + D — Q, 
se esso passo pei questo punto darà l'equazione di condi- 
zione: Ax' -t-By' -+■ Ci' ■+- D = 0, 
la quale sottraendola dalla precedente onde fare sparire una 
delle costanti che rende arbitraria la posizione del piano, si 
ha; A (x - x') + B (y — y') + — s') = 0,' 
e questa è l'equazione del piano che passa pel punto di 
coordinato x'.tf et>, avendo per coordinate correnti te, y e z, 
estendo A, B e C costanti arbitrarie. 

Chiamando con x" , ji" e»", le coordinate di un secondo 
punto ed s'", y'" e quelle di un terzo, se il piano deve 
passare per tutti e tre questi punti dà io equazioni di condi- 
zione: Ax' + By' + Ct' + Bs=0, 
Ax" + By° 4- Ci' ■+■ D = 0, 
Ax"' + By'" -\~ Ci'" •+■ D= 0, 
le quali divise per D, danno; 

4 *+■*■** 4- 
4,- + ì.,. + |,. + i=,. 

Ora ee si sciogliesse^ queste equazioni rispetto ad 

-jy e come incognite, ci darebbero per esse qnantita 
espresse in funzione delle coordinate dei tre punti che chia- 
mandole A', fi' e C , si ha: 



da dove; A = A D, B = B'D, C=C'B, 
le quali sostituite nell'equazione generale del piano ohe é; 
Ax-\-By-i-Cz-\-D = Q, ■ 
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e dividendo per 0 il risultato, ai avrà: 

per l'equazione del piano che passa per ì tre punti ove A', 
B' e C debbono stimarsi quantità cognite e determinate. 



Da un punto di coordinate s', j' e f condurre una per- 
pendicolare al piano d'equazione: 

Aa+Sg-t-Ce + D=0, 
e determinarne la sua lunghezza. 

L'equazione d'uno retta qualunque che passa per A tìì 
coordinate x' , y e z' {Fìg. 100], e: 

e se questa è la retta A P perpendicolare al piano M N di 
equazione : A;s~i-By-\-Cz-hD=:f>, 




a - sf = - *'), V-y , = -^-(*-?). - (14); 

saranno le equazioni della perpendicolare abbassata dal punto 
A al piano dato MN. 

La distanza del punto A ad un punto qualunque del piano' 
MN chiamandola S, sarà evidentemente data dalla forinola : 

s= + (r - ?)* + 1» - *')'- ■ ■ (15)- 

Se a questa equazione si aggiunge l'equazione del piano, 
e le (14) si avranno quattro equazioni, dalle quali elimi- 
nando ije!, si avrà per S la lunghezza della perpendi- 
colare A P , abbassata dal punto A al piano MN: ma questa 
lunghezza può aversi speditamente come segue. 
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L'equazione del piano A x + Bi/ + Cu + D = 0, può 

A{a~a')+B{y — tf)+Ctfi—* , )+D-t-Aa?-hBj/ , +C?=aO, 
nella quale chiamando: 

D-\-A$'-\-lìtf-\-C£ con ff, 
si ha; 4(ir~a') + B[y — /) + C(«— i')4-ZJ' = 0 ; 
sostituendo in questa per x — x' eiy-—y le (14), si ha 
dopo aver ridotto: 

(-£+-?-+<;)!«-*')=-*, 

da dove: a + C / +fl , , 

che sostituita nelle (14), da: 

AD- 

® = AÌ. L . na ... n ' 



Ora mettendo questi valori dì a.' — x' , y — y e * — t' 
nella (15), si ha: 



s= i /W+jF± cl 'i D * 
V (2 1 + o a -+. c*) a ' 

e ridueendo: = = ' , 

nella quale rimettendo per D' il suo valore, si ha infine: 

S = D + A x ' v' + C*' 
\? A* + B>-t-'c* 
e questa è la lunghezza della retta A P perpendicolare al 
piano MN abbassata da A. 
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§ BO.' 



Problema. 



Determinare il seno dell'angolo che una retta AB, ngura 100, 
di equazioni: a = as-r-«, y = S« + p, 
fa con un piano UN d'equazione: 



Già si disse che l' angolo di una retta con un piano è 
quello che questa retta fa con la sua proiezione su questo 



Se per un punto A della retta AB si conduce la perpen- 
dicolare di* al piano MN, essa farà evidentemente con A li 
un angolo, che e complemento dell'angolo ABP che e quello 
die la retta A B fa col piano M N. 

Cosi chiamando ang. BAP con V, si ha: 

eoa. V= cos. [90° — A BP) = sen. ABP; 
supponendo che: 



sieno le equazioni della retta AP, si È trovato che: 



ma essendo AP perpendicolare al piano MN, si ha: 




che sostituite nella precedente la riducono a : 



Aa-i-By+Cz + D^n. 



V -+- 1 . Va* + b" + 1 



t.V=< 



ì.ABP = - 




Della quale moltiplicando numeratore e denominatore per C, 
si ha: 

sen. A B P — ^ t£±™±À (16), 

c questa ci dà il seno dell' angolo die la retta fa col piano 
data. 

ConoLLAHio 1." — Nel caso che la retta è parallela ai piano, 
ai ha : ang. A B P = 0* , oppure a 180" , 

perciò; sen. A BP = 0, 

e perchè ciò sia è necessario e sufficiente che si abbia: 

aA-\-iB + C=0, 
forraola da noi già trovata per la condizione del parallelismo 
■ della retta al piano e viceversa. 

Cobollabjo %' — Se la retta è perpendicolare al piano: 
ang. ABP = !f0", perciò sen. AB P= 1 ; 
il qual valore messo nella (16), e da essa togliendone il de- 
nominatore, elevandola a quadrato e riduccndo, si ha: 

[a C — Af -+- fi C — S)' -+- (i A — a B)* = 0 ; 
ma la somma di tre quadrati per essere zero bisogna che 
ciascuno lo sia, perciò: 

«(7-4 = 0, bC—B = 0, bA — aB = 0, 
dalle due prime si ha: 



che sono le condizioni già cognite della perpendicolarità 
della retta al piano. 

La terza equazione non deve considerarsi, essendo conse- 
guenza delle prime due, poiché se queste si dividono in 
ordine si ha la terza. 
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